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1 UvoD

1.1 Motivacija

Gradbene konstrukcije so v svoji zivljenjski dobi izpostavljene razlicnim obtezbam. Med
najbolj nepredvidljive spadajo vplivi raznih gibajocih se teles, npr. vozil, skalnih gmot, skupin
ljudi, sosednjih konstrukcij. Gibanje takih teles v prostoru, po okolici konstrukcije (reliefu) in
po sami konstrukciji je lahko sestavljeno iz kotaljenja, drsenja, prostega leta in trkov s

podlago in konstrukcijo. Obicajno je gibanje telesa kombinacija vseh teh giban;.

Zanimata nas tako vpliv gibajoCega se telesa na konstrukcijo in tudi kako oblika konstrukcije
ali reliefa vplivata na gibanje telesa. V nalogi izpeljemo in fizikalno opiSemo enacbe
posameznega tipa gibanja teles ter pogoje za zakljucek in vkljucitev posamezne faze gibanja.
Enacbe trirazseznega gibanja z upoStevanjem sodelovanja podlage (drsenja, kotaljenja po
podlagi in trka s podlago), zratnega upora in vetra so, kljub nekaterim fizikalno dopustnim
poenostavitvam, prezahtevne, da bi jih lahko resili analiticno. ReSujemo jih numeri¢no z
metodami druzine Runge-Kutta, vgrajenimi v programski paket Matlab. Nato izdelamo
program, ki povezuje posamezne faze gibanja in rezultate prikaze z animacijami v
trirazseznem prostoru. Osnovni namen naloge je modelirati vpliv trka teles na gradbene
konstrukcije. S parametri¢nimi $tudijami zelimo preucevati vpliv reliefa, geometrije objekta
in Stevila objektov za zascCito pred zunanjimi vplivi pri u€inkih gibajocih se teles razli¢nih mas

in velikosti.

1.2 Predpostavke

Opis gibanja deformabilnega telesa po deformabilni podlagi je zelo zahteven. VecCinoma pa so
deformacije podlage in konstrukcije tako majhne, da jih lahko pri ugotavljanju vpliva
zanemarimo. Zato se v nalogi omejujemo na gibanje togih teles po togi podlagi. Podlaga je

lahko poljubno oblikovan relief in konstrukcija ima lahko poljubno geometrijo v prostoru.
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Toga telesa poljubnih oblik se s podlago lahko stikajo v eni sami tocki, to velja za telesa z
gladko zaobljeno povrSino, najveckrat pa se telo stika s podlago z obmo¢jem povrsine. Telesa
z gladko zaobljeno povrsino se po podlagi lahko kotalijo ali drsijo, telesa z oglatimi robovi pa
po podlagi lahko drsijo, medtem ko je kotaljenje nadomes¢eno z zaporedjem trkov vogalnih
delcev robu s podlago. Analiza gibanja togih teles povsem poljubne, negladke oblike presega
obseg tega dela. V tej nalogi vzamemo, da ima telo najbolj preprosto obliko — kroglo s
polmerom a (v nadaljevanju tudi kroglica). Predpostavimo, da se kroglica (v fazi kotaljenja in

trka) s podlago stika samo v eni tocki.

Izraz telo (togo telo) v nadaljnjih poglavjih uporabljamo na mestih, kjer enacbe in principi
veljajo za togo telo poljubne oblike, kjer pa je veljavnost omejena na kroglo, uporabljamo

izraz krogla (kroglica).

1.3 Nacrt dela

Motivacija in omejitve, podane v uvodu, naSo nalogo dovolj natan¢no definirajo, da se lahko
lotimo izpeljav. Pred tem je dobro, da pripravimo naért dela, ki sledi uveljavljenemu pristopu

reSevanja mehanskih nalog: kinematika — sile — enacbe gibanja — reSevanje — analiza.

Najprej vpeljemo koordinatne sisteme. Nepomicni prostorski koordinatni sistem in pomicni
telesni koordinatni sistem sta nepogresljiva za opis gibanja kateregakoli telesa. Z namenom,
da ¢im lazje zapiSemo gibalne enacbe, pa vpeljemo Se tretji, prav tako pomic¢ni koordinatni
sistem, ki kar najbolje upoSteva dejstvo, da se obravnavano telo giblje po poljubni podlagi.
Izbiri koordinatnih sistemov sledi dolocitev baznih vektorjev in zvez med njimi. Nato
dolo¢imo odvode baznih vektorjev po ¢asu, vpeljemo pojme kotnih hitrosti obeh pomicnih

koordinatnih sistemov ter zapiSemo krajevne vektorje in vektorje hitrosti.

V drugem koraku zapiSemo izraze za vektorje zunanjih sil, ki delujejo na telo in izraCunamo
momente teh sil na teziS¢e. Oboje potrebujemo za zapis gibalnih enacb, ki ga opravimo v

tretjem koraku.
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Gibanje teles vodita izreka o gibalni in vrtilni koli¢ini. Zapisemo ju splosno, v obliki, ki velja
za vse vrste gibanja. Na tem mestu se naloga razcepi na analizo posamezne vrste gibanja:
kotaljenje, podrsavanje, let po zraku in trk s podlago. Gibalne enacbe zapiSemo za vsako vrsto
gibanja posebej, dodamo pa jim Se kinemati¢ne vezi, ki podrobneje opisejo, za katero vrsto
gibanja gre. Nadalje sledimo zacetni odlocitvi, da enacbe reSujemo z numeri¢nimi metodami,
zato jih zapiSemo v obliki, primerni za reSevanje v Matlab-u. V primerih, ko so enacbe

dovolj preproste, resitve poiS¢emo v analiticni obliki.

V sklopu izpeljav opravimo Se zadnji korak, v katerem zapiSemo pogoje za zakljucek

posamezne faze gibanja in pogoje za zacetek nove.

S tem je matemati¢ni opis problema koncan, ostane Se drugi, zelo pomemben del naloge, kjer
pripravimo programsko okolje, ki omogoca reSitev izpeljanih enacb. Tako dobi naloga
uporabno vrednost, hkrati pa raCunalniski rezultati omogocajo preverjanje natancnosti
racunskega modela. Numeri¢no reSevanje podkrepimo s tridimenzionalnimi animiranimi

prikazi gibanja.
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2 KINEMATIKA IN DINAMIKA

2.1 Kinematika

2.1.1 Koordinatni sistemi

V evklidski trirazsezni prostor postavimo nepomicni kartezicni prostorski koordinatni
sistem (ali globalni koordinatni sistem) (X, Y,Z) z izhodis¢em O v izbrani tocki in z baznimi
vektorji (Ex, Ey,E). Orientiramo ga tako, da je bazni vektor E; nasproten delovanju sile teze,
bazna vektorja Ex in Ey pa napenjata vodoravno ravnino. Ob tej izbiri je potrebno omeniti, da
je obmocje gibanja dovolj majhno, da je smer delovanja sile teze na tem obmocju konstantna.
S prostorskimi koordinatami je opisana podlaga (relief), z njimi opiSemo lego tezisca telesa,

merimo dejanske razdalje ter premike in zasuke telesa glede na prostor.

Na telo pripnemo telesni, ravno tako kartezicni koordinatni sistem (tudi lokalni koordinatni
sistem) (<&, 7,¢), z baznimi vektorji (e;,ez,e3) in z izhodisS¢em O’ v teZiS€u. Lega telesnega
koordinatnega sistema glede na telo se med gibanjem ne spreminja, zato se lega delcev glede
na telesni koordinatni sistem med gibanjem ne spreminja. Ravno dejstvo, da ima vsak delec v
telesnem koordinatnem sistemu konstantne lokalne koordinate, s pridom izkoristimo pri

zaznavanju posebnih dogodkov (npr. pri trku s podlago).

Izbiro Se tretjega koordinatnega sistema narekuje namen, da z njim ¢im bolj preprosto
zapiSemo gibalne enacbe (predvsem v fazi kotaljenja in trka s podlago). Zato je Ze na tem
mestu dobro, da se ozremo na definicije izrekov o gibalni in vrtilni koli¢ini. Izrek o gibalni
koli¢ni pravi, da je odvod gibalne koli¢ine enak vsoti vseh (zunanjih) sil na telo. Med temi
silami je tudi reakcijska sila podlage, ki jo v fazi kotaljenja razstavimo na silo trenja in
normalno silo podlage. Sila trenja, ki deluje na stiku telesa s podlago, ob vsakem ¢asu in v
vsaki legi telesa lezi na tangentni ravnini na ploskev kotaljenja v tocki dotikaliS¢a. Normalna
sila podlage pa se ujema z normalo tangentne ravnine v tocki dotikaliS¢a. Zapis reakcij
podlage, s tem pa tudi izrekov o gibalni in vrtilni koli¢ini, bo torej najbolj preprost, e tretji

koordinatni sistem (v katerem bomo izreka zapisali) izberemo tako, da bo par pravokotnih osi
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vzporeden s tangentno ravnino v tocki dotikaliS¢a, tretja os pa vzporedna z normalo tangentne

ravnine (slika 1).

Slika 1: Prostorski koordinatni sistem, izbira tretjega koordinatnega sistema.

Tretji koordinatni sistem poimenujemo kar izbrani koordinatni sistem z osmi (x,y,z) in
baznimi vektorji (ey,e,,e.). IzhodiS¢e O" izbranega koordinatnega sistema je zopet v teziSCu
telesa, osi x in y leZita na tangentni ravnini na ploskev v tocki dotikali$¢a telesa s podlago, os
z se pri tem ujema z normalo tangentne ravnine, bazni vektor e. pa je usmerjen v smeri
pozitivne (zunanje) normale na ploskev kotaljenja. Bazni vektor e, naj bo usmerjen tako, da je
njegova projekcija na vodoravno ravnino, p,, usmerjena nasprotno od projekcije p, baznega
vektorja e; na ravnino (X, Y). Povedano drugace, osi x in z lezita v vertikalni ravnini, ki je ves
cas gibanja pravokotna na vodoravno ravnino, prese¢na premica obeh ravnin (navpicne in
vodoravne) pa je pri tem nosilka projekcij obeh osi na vodoravno ravnino (slika 2). Smer
baznega vektorja e, pa doloCa desnosu¢na orientiranost izbranega triroba: e, = e. x e.. Ker e,
in e. lezita v vertikalni ravnini, je bazni vektor e, oziroma os y kar vzporedna z ravnino

(X,Y).
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Slika 2: Prostorski koordinatni sistem. Dolocitev lege izbranega

koordinatnega sistema v to¢ki dotikali$¢a telesa in podlage.

2.1.2 Zveze med koordinatnimi sistemi

Kadar uporabljamo ve¢ koordinatnih sistemov, potrebujemo zveze med njimi. Podajamo jih
ze tukaj, Se pred zacetkom samih izpeljav. Osnovno idejo zapisa zvez med razli¢nimi
karteziénimi koordinatnimi sistemi si sposodimo od Eulerja, ki je pokazal, da lahko
pravokotni koordinatni sistem zavrtimo v drugega, prav tako pravokotnega, s tremi
zaporednimi zasuki (odvisno od dejanske lege koordinatnih sistemov pa je teh zasukov lahko
tudi manj). Legi izbranega in telesnega sistema v prostoru se sicer s ¢asom spreminjata,

izpeljane zveze pa veljajo pri vsakem fiksnem casu.

Lega izbranega koordinatnega sistema glede na globalni koordinatni sistem je natan¢no znana
iz definicije. Projekcijo normale tangentne ravnine (oziroma baznega vektorja e.) na
vodoravno ravnino (X,Y) oznacimo s p.. Kot, ki ga vektor p. oklepa z globalno osjo X,
oznac¢imo s Y. Projekcija baznega vektorja e, na ravnino (X,Y), to je py, ki je po definiciji
nasprotno usmerjena od vektorja p., potem z globalno osjo X oklepa kot W+m. Kot, ki ga

bazni vektor e, oklepa s prostorsko osjo Z, oznacimo s ©.
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Ey

Slika 3: Prostorski in izbrani koordinatni sistem. Kota ¥ in ©.

Zapis zveze med prostorskim in izbranim koordinatnim sistemom je sedaj preprost. Zato da si
zvezo lazje predstavljamo, globalni koordinatni sistem translatorno prestavimo v tezisce telesa
(translacijski premik ne vpliva na velikost zasukov oziroma kotov ¥ in ®), tako da imata oba

sistema skupno izhodisce (slika 3).

A

A E I

E.;( Y+7 * L. =E; EY

= >
ﬁ g
>
El =g,
El =g
E: Ex

Slika 4: Zasuk prostorskega koordinatnega sistema okrog osi E.

Ce prostorski koordinatni sistem zasukamo v pozitivni smeri okrog globalne osi Z za kot
Y+m, os X oziroma bazni vektor Ex sovpade s smerjo projekcije baznega vektorja e, na
vodoravno ravnino (slika 4). Zasukani vektor Ey, ozna¢imo ga z Ey', s tem zasukom postane

pravokoten na projekciji e, in e. na vodoravno ravnino (s tem pa tudi na vektorja e, in e.).
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Rotirani vektor Ey se torej kar ujame z baznim vektorjem e,. Opisani zasuk zapiSemo Se z

matri¢no enac¢bo:

E

E,
E!

VA

cos(¥+x)  sin(W+7)
—sin(W+7z) cos(¥+7)
0 0
[—cos¥ -sin¥ O E,
sm¥Y -—cos¥ O E,
0 0 1| E

Z

- o o
y & M

X
Y

V4

E
Q| E
E

(2.01)

X

Y
VA

Vektorja Ey' in E;' nato zasukamo za kot ® v negativni smeri okrog vektorja Ey'=e,. Vektor

E;' pri tem sovpade z normalo tangentne ravnine e. oziroma z osjo z, vektor Ey’ pa z baznim

vektorjem e, oziroma z osjo x (slika 5).

Slika S: Zasuk okrog osi e,.

Matri¢na zveza, ki pripada temu zasuku baznih vektorjev, je doloCena z enacbo:

4
EX
"
EY
"
EZ

[cos(-@) 0 -sin(-0©)][E}
0 1 0 El |=
|sin(-©) 0 cos(-O) || E, 202
cos® 0 sin® || E} E’,
0 1 o0 ||E |=Q,|E
| —sin® 0 cosO® || E/ E/

Zveza med izbranim in globalnim koordinatnim sistemom je z opisanima zasukoma ze

natan¢no dolo¢ena. Po mnozenju matrik Q; in Q, dobimo Se matri¢ni zapis zveze:
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ex ;,( EX EX
e, = E}"’ :Qz Q1 EY =R1 EY >
e E; EZ Ez

—cosWcos® —sinWcos® sin®
R, = sin ¥ —cos ¥ 0

cos ¥sin® sin¥sin® cos®

(2.03)

(2.04)

Matrika R, ki povezuje obe trojici vektorjev, je prava ortogonalna matrika, saj zanjo velja:

R, R,/'=1, R, =R,", detR;=1. Obrnjeno zvezo med prostorskim in izbranim koordinatnim

sistemom tako preprosto dobimo z

EX ex
E, |=R||e,
E, e

(2.05)

Tretjega zasuka pri iskanju zveze med izbranim in prostorskim koordinatnim sistemom nismo

potrebovali. Odgovor na vprasanje zakaj? je preprost; tretja vez med koordinatnima

sistemoma se skriva v dejstvu, da smo izbrani koordinatni sistem povezali s tangentno ravnino

na ploskev kotaljenja v tocki dotikaliS¢a, kar nam narekuje, da zapiSemo Se zvezo med

kotoma ¥ in © ter ploskvijo kotaljenja oziroma tangentno ravnino. To storimo kasneje, a pred

tem je smiselno, da pois¢imo Se zvezo med telesnim in izbranim koordinatnim sistemom.

Telesni koordinatni sistem se vrti skupaj s telesom in lahko v danem trenutku opazovanja

glede na izbrani koordinatni sistem zavzema poljubno lego, kar nam pove, da bomo za iskanje

zveze potrebovali tri zasuke. Odlo¢imo se, da zvezo pois¢emo enako kot Euler, za njim pa Se

mnogi drugi (slika 6).
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Slika 6: Izbrani in telesni koordinatni sistem. Eulerjevi zasuki.

Izbrani koordinatni sistem najprej zavrtimo v pozitivni smeri okrog osi z za kot ; tako

zavrtene osi in bazne vektorje oznacimo s ('):

e cosyy siny 0| e, e,
e, |=|-siny cosy Ole [=Q,|e, | (2.06)
e; 0 O 1 eZ ez

Dobljeni koordinatni sistem (x’,)’,z'=z) nato zasukamo v pozitivni smeri okrog osi y' za kot

9; zavrtene osi in bazne vektorje oznacimo s (")

e’ cosd 0 —sind||e e
e;|=| 0 1 0 e =Q,le, | (2.07)
e’ sind 0 cosd || e e

Zadnji Eulerjev zasuk je okrog zavrtene osi z, to je okrog z", za kot ¢ v pozitivni smeri:

" i n "

e cosp sing Olle; e’
m|_ . n|_ "

e/ |=|—sing cosp O el |=Q e | (2.08)
m n 14

e’ 0 0 L]l e’ e’

"

Dobljeni sistem (x,y'",z'"") se ujema s telesnim koordinatnim sistemom (&,7,4). Z
mnozenjem matrik Qs, Q4 in Q3 dobimo zvezo med baznimi vektorji telesnega in izbranega

koordinatnega sistema
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el ex ex ex
e, =€ |=Q;Q,Q;|e, |=R,|e, | (2.09)
e3 e;” eZ eZ

Matrika R, je prava ortogonalna, saj tudi zanjo velja: R, R)'=1, R, =R, detR,=1. Zaradi

dolzine izrazov za komponente jo zapiSimo v komponentni obliki:

Rz,n Rz,lz R2,13
R2: R2,21 Rz,zz R2,23 > (2.10)
R R R

2,31 232 2,33

R,,, =cosy cos §cosp—siny sing,
R,,, =siny cos dcos g +cosy sin g,
R, ; =—sinJcose,
R,,, =—cosy cos gsinp—siny cos @,
R,,, =—siny cos $sin @ +cosy cos @,
R, ,; =sin Jsin g,
R,; =cosysing,
R,,, =sinysing,

R, =cosd

Tudi za obrnjeno zvezo med izbranim in telesnim koordinatnim sistemom velja preprosta

enacba:
e e
e, |=R;|e, |. (2.11)
e, e3

Ob koncu zapiS§imo Se zvezo med telesnim in prostorskim koordinatnim sistemom. Dobimo jo

z mnozenjem matrik R, in R;:

e e, E, E,
e, | =R, e, =R,R|| E, |=R,| E, | (2.12)
) e, E, E,
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R3 je kot produkt dveh tudi sama prava ortogonalna matrika. Tudi njene komponente imajo

zapleteno obliko:

R3,11 R3,12 R3,13

R3: R3,21 R3,22 R3,23 > (2.13)
R3,31 R3,32 R3,33

R, = —cos‘Psin@sin&coqusin‘P(cosy/sin(p+sinl//cos Jcos@)—
—cos‘Pcos@(cosy/cosScosgp—sinl/lsin(p),

R, = —sin‘I’sin@sin&cosga—cos‘l’(cosy/sin(o+ siny cos ¥ cos go) -
—sin ¥ cos © (cosy cos Jcos p—siny sin @),

R;,; =—cosOsin Scosq)+sin@(cosy/cosgcosq)—sinl//singo),
R, = cos‘Psin@sinSsin(p+sin‘P(cosy/cosgo—sim//cosSsin (o)+
+cos‘Pcos@(cosz//cosSsinqp+sin1//cos¢),

R,,, =sin¥'sin ©sin 9sin ¢ —cos ¥ (cosy cos ¢ —siny cos Jsin ¢) +
+sin‘Pcos®(cosy/cos Jsin @ +siny cos (p),

R;,; =cosOsin Jsin ¢ —sin @(cosy/ cos $sin @ +sin i cos (o),

R, =—cos¥ cos®cosy sind+cos'¥sin® cos 3 +sin ¥ siny sin 9,
R, ;, =—sin¥ cos O cosy sin ¢ +sin ¥ sin © cos 3 —cos ¥ siny sin 3,

R, =sin®cosy sin 3+ cosOcos §.

Spreminjanje baznih vektorjev prostorskega koordinatnega sistema s telesnimi nam pove

matrika R 3T:

E, |=R] e, |. (2.14)
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2.1.3  Ploskev kotaljenja

O neravni podlagi oziroma ploskvi, po kateri se telo kotali, nad njo leti ali ob katero tr¢i, smo

do sedaj govorili, v nadaljevanju pa jo moramo ustrezno matemati¢no opisati.

Ploskev naj bo podana v eksplicitni obliki:

Z=f(X.Y). (2.15)

Pri tem naj bo funkcija f dvakrat zvezno odvedljiva po spremenljivkah X in Y. Prve odvode
potrebujemo Ze v naslednjem koraku, ko dolo¢amo enacbo normale tangentne ravnine, druge

pa nekoliko kasneje.

Enacbo normale na ploskev kotaljenja dolo¢imo z izrazom

_kl
e =t | & (2.16)

JI+k +k 12 ’

kjer sta naklonska koeficienta tangentne ravnine k; in k, doloCena z izrazoma

oz oz
k, =—, k,=—. 2.17
boax tooy 217
Pozitivno orientirana normala je tista, ki ima pozitivno koordinato v smeri osi Z. To je tudi

normala, katere smer se ujema z baznim vektorjem e, izbranega koordinatnega sistema:

1
ey =———(-hE,~kE, +E;)=e.. (2.18)

JI+k +k;

Ko poznamo enacbo normale tangentne ravnine, lahko pois¢emo zvezo med naklonskimi
koeficienti tangentne ravnine ter kotoma ¥ in ®. Enotski vektor projekcije normale tangentne

ravnine na ravnino (X, Y) lahko zapiSemo kot

1

e =——(-kE,-kE,). 2.19
P m( 1~X 2 Y) ( )
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Kot, ki ga e, oklepa z globalno osjo X, smo oznacili s ‘Y. Potem je

e,=cosVE, +sinYVE,. (2.20)

ZdruZeni enacbi (2.19) in (2.20) povesta, kako je kot ¥ povezan z naklonskimi koeficienti

tangentne ravnine:

K, sin¥ = —k,

—_—, - 2.21
Vi +k NI 2.21)

Normala na ploskev kotaljenja v tocki dotikalis¢a oklepa z globalno osjo Z kot ®. Dolo¢imo

cosV =

ga lahko kar iz skalarnega produkta:
1

B JI+k +k

1
(-kEy—k,E,+E,)-E, =—————=c0s0. (2.22)

JI+k +k

e, - E,

Potem velja:

1 : ki + K
c0s 0O = ———, $in @ = —F——— (2.23)
JI+k + K JI+k +k
oziroma
tan® = k] +k; . (2.24)

Ce enatbo (2.24) upostevamo v enaébah (2.21), dobimo manjkajo¢o zvezo med kotoma ¥ in

® in naklonskima koeficientoma ploskve kotaljenja:

k, =—cos'¥tan©, k, =—sin¥ tan ©. (2.25)

2.1.3.1 Relief podan 7 mnoZico tock

Relief ali konstrukcijo le v posebnih, enostavnih primerih lahko zapiSemo z eno samo
funkcijo Z=f(X,Y). Bolj pogosta je situacija, ko iz geometerskih meritev poznamo (globalne)
koordinate mnozice tock reliefa, obliko reliefa med toCkami pa predpostavimo oziroma
dolo¢imo s pomocjo interpolacijskih funkcij, tako da se kar najbolj ujema z realno obliko. V
podrobnosti interpolacije se v tem delu ne spuS¢amo. V primerih uporabimo orodje "Spline
Toolbox", ki je del programskega paketa Matlab. Pri uporabi orodja moramo biti pazljivi, da

so za interpolacijo uporabljene dvakrat zvezno odvedljive funkcije.
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2.14  Odvodi baznih vektorjev po ¢asu in vektorji kotnih hitrosti

V gibalnih enacbah nastopata casovna odvoda vektorjev gibalne in vrtilne koli¢ine. Oba bomo
zapisali v izbranem — pomicnem koordinatnem sistemu. Za ra¢un odvodov vektorjev v

pomic¢nem koordinatnem sistemu nam je dobro znan obrazec
P=Pu+ , xp, P =D&+ D28+ P38 (2.26)

Izraz (2.26) pove, da je absolutni odvod vektorja, zapisanega v pomic¢nem koordinatnem
sistemu, enak vsoti relativnega odvoda, ki uposSteva samo spreminjanje vektorja relativno
glede na pomi¢ni koordinatni sistem, in sistemskega odvoda, ki izvira iz vrtenja baznih
vektorjev pomic¢nega sistema, v katerem je vektor zapisan. Vrtenje baznih vektorjev
pomi¢nega koordinatnega sistema (g;,g>,g3) opiSemo z vektorjem kotne hitrosti @, tega

sistema, ki ga dobimo z odvajanjem baznih vektorjev po Casu.
Prostorski koordinatni sistem je nepomicen, zato so odvodi njegovih baznih vektorjev po Casu
enaki nic,

E,=0, E,=0, E, =0, (2.27)
¢asovni odvodi vektorjev, zapisanih v tem sistemu, pa so kar enaki relativnim odvodom.

Izraze za dolocCitev Casovnih odvodov obeh pomic¢nih koordinatnih sistemov dolo¢imo z

direktnim odvajanjem zvez med koordinatnimi sistemi.

Odvode baznih vektorjev izbranega koordinatnega sistema dolofimo z odvajanjem izraza

(2.03) po Casu:

e, E, E, EX E,
e |-4IR|E, ||-R|E, |+R |E, |-R |E, | (2.28)
dt| 7| dt .

e EZ EZ EZ EZ
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Odvod rotacijske matrike R; po Casu izraCunamo z odvajanjem komponent:

sinWcos® —cosWcos® 0
R, = cos¥ sin¥ 0¥+
—sin¥sin® cos¥sin® O

. ) ) (2.29)
cosPsin® sin¥sin® cos®

+ 0 0 0 6.

cosWcos® sinWcos® —sin®

Matrika R; dologa hitrost vrtenja baznih vektorjev izbranega koordinatnega sistema okrog
prostorske baze oziroma drugace povedano, kako hitro se s ¢asom spreminjata kota ¥ in ®,
zato jo upraviceno poimenujemo matrika kotnih hitrosti izbranega koordinatnega sistema.
Zapisati jo Zelimo v lastni — izbrani bazi, v kateri dobi antisimetricno obliko, ki omogoca

zapis vektorja kotne hitrosti. V enacbi (2.28) upostevamo transformacijo (2.05):

d ex ex
e =RR[|e, |. (2.30)
eZ eZ
Po opravljenem mnozenju dobimo:
0 ¥ cos® ©)
R,R] = -¥cos® 0 ¥sin® |=Q, =-Q/. (2.31)

-0 ~¥sin® 0

Matrika Q; povezuje Casovne odvode baznih vektorjev izbranega koordinatnega sistema s
temi vektorji. Pravimo ji telesna matrika kotnih hitrosti izbranega koordinatnega sistema.

Potem velja:

ex eX
e, |=0 e, (2.32)
éZ eZ

Ze v enacbi (2.31) smo pokazali, da je Q; antisimetri¢na matrika, zato ima le tri medsebojno

neodvisne komponente, ki jih zdruzimo v osni vektor kotne hitrosti @ izbranega triroba:

w=0e +toe +ae. (2.33)
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Komponente vektorja @ so:

0 =0, = ¥sin O,
0 =0, -0, (234)

y Xz

o, =0, =YcosO.

Odvode baznih vektorjev izbranega koordinatnega sistema po Casu lahko s pomocjo vektorja

kotne hitrosti zapiSemo tudi kot

e =wxe,, e, =wxe, e, =wxe,. (2.35)

Podobno kot smo dolocili odvode baznih vektorjev izbranega koordinatnega sistema,

pois¢emo tudi odvode telesnega koordinatnega sistema. Izraza (2.09) odvajamo po Casu

el ex ex éx
d _4 R =R R,|é 2.36
E e, _E 2 ey — w2 ey + 2 e‘y ( . )
e3 ez ez ez

in uporabimo izraza (2.32), dobimo

d . X P
—le =(R,+R,Q )| ¢, |=Q,| ¢, (2.37)
¢ e, e,

), je matrika kotnih hitrosti telesnega koordinatnega sistema, zapisana glede na izbrano bazo.
Ponovno izrazimo odvode telesnega koordinatnega sistema z vektorji telesne baze. Zato v

enacbi (2.37) upoStevamo izraz (2.11) in dobimo

J € € €
—le =Q,R]| e, |=(R,R]+R,Q R] )| ¢, |. (2.38)
€; €; €3

Po obsirnem odvajanju in mnozenju dobimo telesno matriko kotnih hitrosti €,, izrazeno z

baznimi vektorji telesnega koordinatnega sistema; ozna¢imo jo z Q:

Q=R,R] +R,Q R]. (2.39)
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Zaradi kompleksnosti komponent matrike € izpiSemo posamezne komponente v locenih

zapisih:
Ql 1 le Q13
Q=Q, Q, Q,|=-9T, (2.40)
Q31 Q32 Q33

Q, =0,
Q,, =¥ (sin @ cosy sin 3+ cos O cos §) — Osiny sin $+y7 cos I+ ¢,
Q.= ‘P(sin@cosy/cosSsin(/)Jrsin@sin(//cosgo—cos@singsinqo)—
—@(sinwcosBSingo—cosy/cosgo)—y)sin&sinw—gcosgo,
Q, =-Q,,
Q,, =0,
Q)= lP(sinG)cosl,z/cos&lcos(p—sinG)sintysingz)—cos(asin19cosgz))—
—@(sinwcosScoqucosy/sin(a)—z/)sin3c05¢+ Jsin g,
Qy =-0Q;,
Q,, =-Q,,
Q,,=0.
Q je antisimetri¢na matrika, zato jo lahko nadomestimo z vektorjem kotne hitrosti telesnega

koordinatnega sistema

Q=Qe +Q,e,+Qse,, (2.41)
kjer so

Q =Q,, Q,=-Q,., Q,=Q,. (2.42)
Za vektor £2 velja:

e =0xe, e, =0xe,, e, =Q0xe,. (2.43)

Vektor telesne kotne hitrosti je izraZzen glede na telesno bazo, radi pa bi ga zapisali Se v bazi

izbranega koordinatnega sistema

2=Qe +Qe +Qe. (2.44)
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Komponente Q,, Q,, Q. lahko dolo¢imo s pomocjo enacbe (2.11):

Qx Ql
Q, |=R;|Q, |. (2.45)
Q Q,

Po mnoZenju in urejanju dobimo:
Q = ¥sin® — Isiny + @ cosy sin 4,
Q =-O+3cosy +¢@sinysin 9, (2.406)
Q. =W cos®+y +¢cos S

2.1.5 Krajevni vektorji

Med gibanjem telesa moramo poznati lego vseh delcev. Kadar je telo togo, to ni tezko. Vsak
delec telesa v opazovanem trenutku zavzema natanko eno toCko evklidskega prostora, v
katerem opisujemo gibanje telesa. Lego to¢k v prostoru pa opiSemo s krajevnimi vektorji.
Krajevni vektor poljubnega delca telesa D oznacimo z rp. ZapiSemo ga kot vektorsko vsoto
krajevnega vektorja tezisca, rr, in relativnega vektorja pp, ki sega od tezis¢a telesa O’k delcu

D:

r,=r.-+p,. (2.47)

Za opis gibanja je najbolj ugodno, ¢e zapiSemo krajevne vektorje delcev glede na izhodisce
prostorskega koordinatnega sistema. Tako je lega telesa v vsakem trenutku izraZzena glede na

Vv W

nepomicni prostor. Krajevni vektor teziS¢a potem zapiSemo kot

r,=X,E +Y,E,+Z.E,. (2.48)

Relativni  vektor pp 1ima v telesnem koordinatnem sistemu stalne koordinate
Po=pp(Ep, Mp,¢p). Ob znanih zasukih W, O, y, 9, ¢ ga v prostorski bazi zapiSemo s

pomocjo enacbe (2.14):

Po =X Ex+Y,E, +ZE,, Y, |=Ri|m, | (2.49)
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2.1.6  Vektorji hitrosti

Vektor hitrosti poljubnega delca D telesa dobimo z odvajanjem njegovega krajevnega

vektorja po Casu:

Vy=F, =F.+Ppp. (2.50)
Ce vektor pp zapisemo v telesni bazi, odvajamo in upostevamo (2.43)

PD = é:Del +77D82 +§De3 +§Dél +77Dé2 +§Dé3 = é:D‘Qxel +77D'QXeZ +§D'Qxe3’

. (2.51)
pp=82xp,.

Pri tem smo upostevali, da se koordinate togega telesa glede na telesno bazo ne spreminjajo.

Vektor hitrosti poljubnega delca telesa je potem tak

V=T +2xp,. (2.52)
Vektor hitrosti teziS¢a, oznacimo ga z vz, nastopa v izreku o gibalni koli¢ini, za katerega smo
se odlo¢ili, da ga zapiSemo v izbranem koordinatnem sistemu. Zato bomo tudi vektor hitrosti
teziS¢a zapisali v tem sistemu. ZapiSimo najprej krajevni vektor tezisca:

r,=xe +ye +z.e. (2.53)

Vv v

Koordinate tezis¢a (xr, vz, zr) preko transformacije (2.03) izrazimo z globalnimi koordinatami

(XT, YT,ZT)I
x, =—X,cos¥cos®-Y, sin¥sin®+Z, sinO,
vy =X,sin¥-Y, cos¥, (2.54)
z, =X, cos¥sin®+Y, sin'¥sin® + Z, cos O.

Pri odvajanju krajevnega vektorja teziS¢a po ¢asu upostevamo enacbo (2.26):

v, =F =Xe +ye +ie.+toxr=ve +tve +v.e. (2.55)
Zapisimo ga v komponentni obliki:

Vv, :xr+(a)yzr—a)zyr),

v, =Vr +((0sz _a)xZT)9 (2.56)

v, =2z, +(a)xyT —coyxr).
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Izraze (2.54) odvajamo po Casu, za komponente vektorja kotne hitrosti pa upoStevamo enacbe

(2.34). Po urejanju sledi
v, =—X, cosWcos®-Y,sin¥cos®+Z,sin@,
v, =X, sin¥ -V, cosP, (2.57)

v, = X, cos ¥sin® +Y, sin ¥sin® + Z, cos O.

Pri natan¢nejSem pregledu enacb (2.57) opazimo, da so komponente vektorja hitrosti tezisca

Vv W

kar enake odvodom koordinat tezis¢a:

V. =X, v, =Vrs v, = . (2.58)

Razlaga je zelo preprosta. Izbrani koordinatni sistem ima izhodis¢e v teziSCu telesa, zato

Vv W

njegovo vrtenje ne vpliva na hitrost teziS¢a (vpliva pa na hitrost vseh ostalih delcev telesa).

Med kotaljenjem togega telesa po ploskvi zelimo poznati Se vektor hitrosti delca B, ki se v
danem trenutku nahaja v dotikaliscu telesa in ploskve. V splosnem je ta naloga odvisna od
oblike telesa. Kadar pa je telo kroglica, lahko relativni krajevni vektor tocke v dotikaliscu v

izbranem koordinatnem sistemu zapiSemo kot

py=—ae_, (2.59)

z

kjer je a polmer kroglice.
Hitrost tocke v dotikali$¢u dolo¢imo po enacbi (2.52). Ker smo vektor pp zapisali v izbranem
koordinatnem sistemu, moramo v enacbi upostevati vektorja telesne kotne hitrosti in hitrosti

tezi$Ca, zapisana v izbranem koordinatnem sistemu:
V=V, +Qxp,=ve +ve +ve +02x (—ae. )=v,e + Ve, tvge.. (2.60)

Po vektorskem mnozenju dobimo
Vg =V, —ad,,
Vg, =V, +aQ), (2.61)

Vg, = V..

Z z
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2.1.7  Sile

V izrekih o gibalni in vrtilni koli¢ini nastopajo zunanje sile oziroma momenti teh sil na

teziSce telesa. Z zunanjimi silami je zajet vpliv okolice na gibanje kroglice.

2.1.7.1 Zunanje sile

Gravitacijska sila Zemlje deluje v tezis¢u kroglice, njena velikost je enaka tezi kroglice, smer

pa je nasprotna smeri baznega vektorja Ez:

G=-mgE,. (2.62)

Prek enacbe (2.03) jo izrazimo Se v izbranem koordinatnem sistemu:

G=Ge +Ge +GC.e,

G, =-mgsin0,

(2.63)
G, =0,
G, =-mgcosO.

Med kotaljenjem telesa po podlagi v dotikalis¢ni tocki deluje reakcijska sila podlage.
Oznacimo jo z vektorjem R, njena velikost in smer nam nista znani, v izbranem koordinatnem

sistemu pa jo zapiSemo kot

R=Re +Re +Re.. (2.64)

Slika 7: Sila teZe, reakcijska sila podlage.
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Med zunanjimi silami, ki delujejo na telo, upoStevamo Se sili zracnega upora in vetra. Ker gre
za povrsinski obtezbi, ki ju moramo integrirati po povrsini telesa, se omejimo na kroglico, pri
tem pa vpeljemo Se nekaj predpostavk:
e povrsSinsko obtezbo zraka, ki deluje na celotno kroglico, opiSemo z nadomestno
enakomerno povrsinsko obtezbo py, ki deluje na obtezeno polovico kroglice;
e vektor nadomestne povrSinske obtezbe py je usmerjen v nasprotni smeri kot vektor
hitrosti teziSca;
o velikost vektorja zratnega upora je premosorazmerna z velikostjo vektorja tezis¢ne

hitrosti, sorazmernostni koeficient 4 pa je konstanten.

V skladu s predpostavkami vektor povrSinske obtezbe zraka zapisemo kot:
Py =—LV;. (2.65)
Rezultirajoco silo zratnega upora dolo¢imo z integracijo py po polovici povrsine krogle:

F, = J. p, ds :pUIdS =—u2ra’v,,

po polovici N
krogle
F, =-u2ra’v,, (2.66)
Fy =—u, 27m2vy ,
F,=—p2ra’v..
e AN
Pu é‘ \ _

‘ Dw
\

Slika 8: PovrSinska obteZba zra¢nega upora py in vetra py.

Tudi za opis vpliva vetra vpeljemo nekaj predpostavk:
e veter ima med gibanjem kroglice konstantno hitrost in smer w;
e vpliv vetra zajamemo z enakomerno povrSinsko obtezbo pw, ki deluje pravokotno na
povrsino kroglice;
e py je premosorazmerna s hitrostjo vetra, sorazmernostni koeficient s je konstanten

in enak kot pri povrsinski obtezbi zaradi zra¢nega upora: wy = ty.
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Vektor hitrosti vetra w je obi¢ajno podan glede na prostorsko bazo. ZapiSemo ga Se glede na

izbrani koordinatni sistem:

w=W,E, +W,E, +W,E, =we +we +we,
w, =-W, cos'¥ cos®—W,sin ¥sin®+ W, sin0G,
w, =W, sin¥ —W, cos't,

w, =W, cos¥sin®+ W, sin¥sin®+ W, cosO.

(2.67)

Nadomestno obtezbo vetra, ki deluje na povrsino kroglice, potem lahko zapiSemo kot:
Py = HUW. (2.68)
Silo vetra dolo¢imo z integracijo povrsinske obtezbe:

F, = j Py dS :_[,uzwdS = u2rwa’w,

po polovici N
krogle

F, =u2rna’w,, (2.69)
Fy, =4, 27m2wy,

F,. =uplra’w..

Zaradi krajSega zapisa sili zraCnega upora in vetra zdruzimo v skupno silo Fyy:

F, =F,e +F,e +F,.e

UWx™ x Uwy™y UWz>z>

FUWx = _/uz 27[(12 (Vx - Wx)’ (2 70)
Fow, :—,u227m2(vy—w ), '

y

F,,. =—u2ra’ (vz -w,).

z

2.1.7.2 Momenti zunanjih sil

Sila teze deluje v teziscu telesa, zato je njen moment na tezis¢e enak nic:

M. =0. (2.71)

Relativni krajevni vektor toCke dotikalis¢a, v kateri deluje sila podlage je, kadar je telo

kroglica, dan z izrazom (2.59). Moment sile podlage na teziS¢e kroglice je potem tak:
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M, =p, ><R=(—aez)x(RxeX+Ryey+Rzez)=M£xex +Me +M;e

rREy R%z>

My, =ak,, 2.72)
My, =-aR,,

ML =0.

Smernici rezultant obtezb vetra in zracnega upora potekata skozi tezis¢e kroglice, zato ne

povzro¢ata momenta:

M. =o. (2.73)

F uw

2.2 Gibalne enacbe

Gibanje vodita izreka o gibalni in vrtilni koli€ini. Izpeljemo ju za primer, ko je obravnavano

telo kroglica, in zapiSemo glede na izbrani koordinatni sistem.
2.2.1  Izrek o gibalni koli¢ini

Vektor gibalne koli¢ine, ozna¢imo ga s K, togega telesa je produkt mase in teziS¢ne hitrosti:
K=mv,. (2.74)
Za maso predpostavimo, da se med gibanjem ohranja m =konst.
Izrek o gibalni koli€ini zahteva
K=)F. (2.75)
Odvod gibalne koli¢ine po ¢asu dobimo, ¢e odvod vektorja hitrosti po ¢asu pomnozimo z
maso:
K=mv,. (2.76)

Vektor hitrosti teziS¢a je zapisan glede na izbrani koordinatni sistem. Odvod vektorja po ¢asu

dolo¢imo z upostevanjem pravila (2.26):
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v, =ve +ve +ve +®xv,,

v, = [\}x - (a)yvz A )] e + [\}y +(wv, oy, )] e, + [\'/z + (a)xvy —o,v, )} e.. @77
Izrek o gibalni koli€ini sedaj lahko zapiSemo v skalarni obliki:

m[\}x +(0)va -0, )} =G +R +F,,,

m| v, +(@v,—0.)|=G, +R +Fy,, (2.78)

y

m[fzz +(a)xvy - vx)] =G, +R +F,,.

Upostevamo Se izraze (2.34) za komponente vektorja kotne hitrosti @ in enacbe (2.63) in

(2.70). Po urejanju dobimo:

mv, —\¥mv, cos®—Omv, =R, —mgsin®—u 2za’ (v, - w,),
mv, +Wm(v, cos®—v_sin®)=R, —,uz2rra2(vy —wy), (2.79)
my, +Wmv, sin®+Omv, =R —mgcos®— u 2ra’ (v, —w,).

z

2.2.2 Izrek o vrtilni koli¢ini

Vrtilno koli¢ino togega telesa glede na teZisée oznatujemo z L in izratunamo po obrazcu:

L' =[p,pxpdv. (2.80)
V

P je gostota materiala, p pa relativni krajevni vektorji delcev telesa. Ce p izrazimo v telesni
bazi, lahko njegov casovni odvod zapiSemo tako kot v enacbi (2.51). Vrtilna koli¢ina je potem

taka:

' =[p,px(2xp)dv. (2.81)
4

Vrtilno koli¢ino Zelimo zapisati v izbrani bazi. Vektorja p in €2 zapiSemo v izbrani bazi
koordinatnega sistema: p=xe.tye,tze., 2=Q.e.,+Q e, +Qe,. Za integracijske
spremenljivke vzamemo kar koordinate x, y, z. UpoStevamo, da so bazni vektorji in

komponente kotne hitrosti integracijske konstante. Tako izpeljemo:
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L=(J,Q+J,Q +J.Q)e +(J,Q+J,Q +J.Q )e, +

+(L.Q,+7,Q,+J.Q.)e., (2.82)

BB %

kjer so z Jy, Jyy,... J-- oznaCeni teziS€ni vztrajnostni momenti telesa glede na izbrani

koordinatni sistem:

J_ = jﬂ p, (¥ +2*)dxdydsz,
I =[[[ o (77 + %7 ) dxdyez,
I = [[[ 2 (x> + 3 ) dxdydz,
, ==J =[] p, xyxdydz,
=T, ==|[[ p, yzaxdydz,
=—J. =~|[[ p, 2xdxdyd:.

(2.83)

~ NN

Vv W

vztrajnostnih momentov neodvisna od koordinatnega sistema, v katerem jih zapisujemo.
Popolna rotacijska simetricnost kroglice je tudi razlog, da so osi izbranega koordinatnega
sistema hkrati tudi glave vztrajnostne osi kroglice. Vztrajnostni momenti okrog izbranih osi

so zato medsebojno enaki, deviacijski vztrajnostni momenti pa enaki ni¢:

J.=J, =J_==ma’ =4,
> (2.84)
J,=J,.=J,.=0.
Vrtilna koli¢ina kroglice glede na tezisce je potem
L' =AQe + AQ e, +AQ e.. (2.85)

Izrek o vrtilni koli¢ini pove, da je odvod vrtilne koli¢ine togega telesa po Casu enak vsoti

momentov zunanjih sil na tezisce:
L' = Z M. (2.86)

Odvod vrtilne koli¢ine po ¢asu dolo¢imo z odvajanjem izraza (2.85), seveda ob upostevanju

pravila (2.26):
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L =AQxex+Adey +AQ e +ox L,

LTZA[QX+(a)yQZ—a)ZQy)] AA[Q (0.0, -0,9,)]e, + (2.87)
+A[ Q. +0,0,-0,0,)]e..

Izrek o vrtilni koli¢ini v skalarni obliki je tako:

A0, +(0,0.-09,)]|=M;

Rx>

A0, +(0.0,-00.)|=M; (2.88)

Ry>

A0, +(0.0,-0,0,)]|= M.
Upostevamo $e enacbe (2.34) in (2.72) in uredimo:
AQ, -YAQ cos®-0O4Q, =aR,,

AQ +WVA(Q, cos®-Q_sin®)=—aR,, (2.89)
AQ, +¥AQ sin®+04Q =0.

Tako smo izpeljali enacbe gibanja toge kroglice, ki veljajo neodvisno od vrste gibanja. V

nadaljevanju podrobno obravnavamo $e enacbe, ki dolo¢ajo posamezne oblike gibanja.
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3 KOTALJENJE KROGLICE

Najprej izpeljemo enacbe, ki opisujejo kotaljenje kroglice po poljubni ploskvi v prostoru.
Med kotaljenjem je kroglica stalno v stiku s podlago. Predpostavljamo, da je stik v eni sami
tocki, v kateri deluje tudi reakcijska sila podlage. Sile podlage ne poznamo in predstavlja del
seznama neznank problema. Razmere v dotikalis¢u opiSemo s Coulombovim zakonom trenja.
Opozorimo Ze na tem mestu, da lahko pri nekem razmerju komponent reakcijske sile podlage
pride do zdrsa kroglice. Takrat postanejo komponente reakcijske sile odvisne od hitrosti

podrsavanja, zato moramo gibalne enacbe zapisati na novo.

Razmere v dotikaliS¢u najlazje opiSemo v izbranem koordinatnem sistemu. Reakcijska sila
podlage je zapisana Ze v izrazu (2.64), glede na osi izbranega koordinatnega sistema pa jo
lahko preprosto razstavimo na normalno silo podlage ter silo trenja, ki deluje v tangentni
ravnini v tocki dotikaliSca:

R=Re +Re +Re =T+N. (3.01)

Sila trenja je kar vektorska vsota komponent reakcijske sile v x in y smeri. Njeno velikost
ozna¢imo s 7. Normalna sila podlage je enaka komponenti reakcijske sile v smeri z, njeno

velikost pa oznacimo z NV:

T=Re +Re, T=|T|=\R}+R, (3.02)

N=Re, N=|N|=|R

Trenjske lastnosti materialov kroglice in podlage povzema koeficient trenja wu.
Predpostavimo, da je koeficient trenja konstanten in neodvisen od vrste gibanja. Izkori§cenost
torne sposobnosti na stiku kroglica — podlaga je podana z razmerjem med velikostjo sile trenja
in normalno silo podlage. Dokler med kotaljenjem velja

T
—<u, 3.03
N <H (3.03)

se kroglica kotali brez podrsavanja, ¢im pa pogoj (3.03) ni izpolnjen, pride do zdrsa, enacbam

gibanja pa moramo dodati vezno enacbo
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T = uN. (3.04)

Preden zapiSemo enacbe za posamezno vrsto kotaljenja, opiSimo Se pogoja, ki morata biti
izpolnjena, da se kroglica in podlaga dotikata. Med kotaljenjem po podlagi kroglica "pritiska"
na ploskev, zato je normalna komponenta reakcijske sile R usmerjena v smeri normale na
ploskev oziroma baznega vektorja e.. R. je tako ves &as kotaljenja pozitivna koli¢ina. Ce
postane negativna, se kroglica odlepi od podlage in kotaljenja je konec. Drugi pogoj je prav
tako ocCiten: med kotaljenjem se kroglica ne sme odlepiti od podlage ali se vanjo pogrezniti.
Hitrost delca v dotikaliS¢u v smeri normale na ploskev, to je lokalne osi z, mora biti enaka
ni¢: vg. = 0. Hitrost, ve¢ja od ni¢, bi pomenila odlepitev kroglice od podlage, hitrost manjsa od

ni¢ pa vtisk v podlago.
3.1 Kotaljenje brez podrsavanja

Osnovni pogoj za kotaljenje brez podrsavanja je, da je hitrost delca, ki se nahaja v dotikaliScu

— ali krajSe hitrost dotikali$¢a — enaka nic:

v, =0. (3.05)

Pogoj upoStevamo v enacbah (2.61) in dobimo kinemati¢ne vezi pri kotaljenju brez

podrsavanja v izbranem koordinatnem sistemu:

v,—aQ =0,
v,+aQ =0, (3.06)
v, =0.

V izreku o gibalni koli¢ini in izreku o vrtilni koli¢ini (2.79) in (2.89) so komponente reakcije
podlage edine neznane koli¢ine, ki ne nastopajo v odvodih po ¢asu. Zaradi ucinkovitejSega
reSevanja diferencialnih enacb komponente reakcije podlage izlo¢imo iz sistema enacb. 1z

enacb (2.79) izrazimo:
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R =my, —¥mv, cos®—0Omv, +mgsin®+ . 2za’ (v, —w,),

X

R, =mv, +Wm(v, cos®—v_sin®)+ p 2ra’ (vy —w ), (3.07)

y

R, =mv_+¥mv, sin®+Omv, +mgcos®+ u 2za’ (v, —w,)

in vstavimo v enacbe (2.89):
AQ, —‘PAQy cos®-04Q, =
= a[m\'}y +Wm(v, cos®—v,sin®)+ u 27a’ (vy —w, )] ,
AQ +WA(Q, cos®-Q sin®) = (3.08)
= —a[m\'zx —Wmv, cos® —Omv, + mgsin® + . 27wa’ (v, —w, )],

AQ +¥A4Q sin®+04Q, =0.

Enacbe uredimo tako, da ¢lene, v katerih nastopajo odvodi neznank po Casu, piSemo na levi,

ostale pa na desni:

mav, +‘P[ma(vx cos@—v_sin®)+AQ, cos@}t(;)AQz —AQ, =
:_yz27ra3(vy—wy),
—mav, +¥ [mavy cos@—A(Q, cos®—Q_sin @)] +Omav, — AQy = (3.09)
=mgasin®+ u 2zwa’ (v, —w,),

YQ sin@+0Q, +Q, =0.

Z zapisom kinemati¢nih vezi, ki pripadajo kotaljenju brez podrsavanja, in z ureditvijo
gibalnih enacb smo kotaljenje brez podrsavanja natancno opisali. Preglejmo neznanke naSega

problema in enacbe, ki jih imamo na voljo za resSitev.
Sistem enacb kotaljenja brez podrsavanja

Osnovne neznanke so vse neznane koli¢ine problema, ki jih med izpeljavami nismo izrazili z

drugimi neznankami; to so:

A%

e tri teziScne koordinate, zapisane v prostorskem koordinatnem sistemu: X7, Y7, Zr;
e tri komponente hitrosti teZiS¢a, zapisane v izbranem koordinatnem sistemu: v,, v, v:;
¢ tri komponente telesnega vektorja kotne hitrosti, zapisane v izbranem koordinatnem

sistemu: €, Q,, Q.;



32

Cesarek, P. 2008. Vpliv gibajocih se teles na gradbene konstrukcije.
Dipl. nal. — UNL Ljubljana, UL, FGG, Odd. za gradbenistvo, Konstrukcijska smer.

dva zasuka izbranega koordinatnega sistema ‘¥ in ®;

ter Se trije Eulerjevi zasuki telesnega koordinatnega sistema: v, 4, @.

Odvisne neznanke pa so:

tri komponente vektorja kotne hitrosti izbranega koordinatnega sistema: @, ®,, @:, ki
smo jih z osnovnimi neznankami zapisali v izrazih (2.34);

tri komponente reakcijske sile podlage: Ry, Ry, R, izrazene v enacbah (3.07).

Enacbe, ki jih imamo na voljo, preglejmo v nasprotnem vrstnem redu, kot so bile izpeljane —

od teh, ki pripadajo izklju¢no kotaljenju brez podrsavanja, do tistih bolj splosnih, ki veljajo za

vse vrste gibanja. Na voljo imamo:

tri diferencialne enacbe izreka o vrtilni kolicini (3.09);

tri algebrajske enacbe — kinemati¢ne vezi (3.06), ki pripadajo kotaljenju brez
podrsavanja;

tri diferencialne enacbe (2.46), ki povezujejo Eulerjeve zasuke s komponentami
telesnega vektorja kotnih hitrosti;

in Se dve algebrajski enacbi (2.25), ki povezujeta zasuka ¥ in ® z naklonskimi
koeficienti tangentne ravnine; naklonska koeficienta sta pri tem samo navidezni

neznanki, saj jih v vsakem trenutku lahko izra¢unamo iz enacb (2.17).

Za skupno 14 osnovnih neznank problema imamo na voljo ravno toliko enacb. Odlo¢imo se,

da jih bomo resili z numeri¢nimi metodami, ki jih ponuja programski paket Matlab. Ze ob

nastevanju enacb smo izrazito poudarili, da so nekatere enacbe sistema diferencialne, druge

pa algebrajske. Opravka imamo torej z meSanim sistemom enacb, za katerega pa vemo, da pri

numeri¢nem reSevanju povzroca tezave. Problem reSimo tako, da algebrajske enacbe

pretvorimo v diferencialne z odvajanjem po Casu.

Najprej po ¢asu odvajamo algebrajske enacbe (3.06) in dobimo:



Cesarek, P. 2008. Vpliv gibajogih se teles na gradbene konstrukcije. 33
Dipl. nal. — UNL Ljubljana, UL, FGG, Odd. za gradbenistvo, Konstrukcijska smer.

\'/x—aQy =0,
v, +aQ =0, (3.10)
v, =0.

Pri odvajanju enacb (2.25) po Casu se zastavi nacelno vprasanje, kako dolociti ¢asovne
odvode naklonskih koeficientov tangentne ravnine, ker je ta podana le v odvisnosti od X in Y.

Resitev je preprosta — ¢asovne odvode naklonov tangentne ravnine lahko zapiSemo tudi kot:

%_%%+%8_Y_i[5_2)5£+1(8_2j61_
ot oX ot oY o ox\ox)er ov\ox) et
2 2
s e e S
(3.11)
ok, _ 0k, OX ok, 61_1(8_2)81+i(5_2j81_
ot oX ot oY o ox\oy)ot ov\ay)or
0’z . 07 . . :
= X + Y=L X+k, Y.
oXoY oY? 2x 2

Pri izvrednotenju koordinat X in Y po ¢asu moramo biti pazljivi, saj pomenita X in Y v (3.11)
koordinati dotikali§¢ne tocke X3, Y. Ti koordinati moramo izraziti s koordinatami tezisca, ki

so osnovne neznanke. Iz enacb (2.59), (2.47) in (2.03) sledi
Xy =X, —acos¥sin0O,
Y, =Y, —asn¥sin0, (3.12)
Z,=7Z.—acosO.

Z odvajanjem prvih dveh enacb v (3.12) po ¢asu dobimo:

X, =X, +W¥asin¥sin®-BOacos ¥ cos O,

S . (3.13)
Y, =Y, —Yacos¥sin®—-0Oasin ¥ cosO.
Enacbe (3.13) upostevamo v enacbah (3.11):
kl,X (XBaYB)'XB +k1,y (XBaYB)'YB =
=k, -(XT +‘Pasin‘1’sin®—®acos‘}’cos®)+
+k, (YT —~¥acos ¥ sin® —Oa sin‘Pcos@),
(3.14)

kz,x (XB9YB)'XB +k2,y (XBsYB)'YB =
=k, -(XT +‘Pasin‘1’sin®—®acos‘1’cos®)+
+k,, -(YT —‘Pacos‘I’sin@—@asin‘Pcos@).
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Enacbi uposStevamo v (3.11) in Ze lahko zapiSemo diferencialno obliko enacb (2.25), ki smo jo
iskali:
k, (XT +‘Pasin‘1’sin®—®acos‘1’cos®)+
+k, (YT —Yacos ¥'sin ® — Oasin ¥ cos @) =

=¥sin ¥ tan ©® — O cos ¥

2 3

| | | cos” ® (3.15)
klz(XT+‘Pasin‘Psin®—®acos‘Pcos®)+

+k22(YT —‘Pacos‘Psin@—@asin‘Pcos@):

=¥ cos ¥ tan®— Osin ¥ —.

cos” ®
Po urejanju dobimo:

Xk, +Y,k, +‘{"(k”a sin ¥ sin © — k,a cos ¥'sin® —sin ¥ tan © ) +

+®(—k11acos‘Pcos@—klzasin‘Pcos®+cos‘P 12 J:O,

cos” ©
(3.16)

X,k +Yrky, + ¥ (kpasin ¥ sin® —ky,a cos ¥ sin © + cos ¥ tan ©) +

+®(—k12acos‘1’cos@—kzzasin‘Pcos®+sin‘P 12 j=0.
cos” ©

Vse enacbe kotaljenja brez podrsavanja smo zapisali v diferencialni obliki. Za 14 neznank

X Y. Z,, ¥Y,0, v,v,v

T>"T»> x°Vys Yz

v, %0, Q.,Q Q. (3.17)

je na voljo 14 diferencialnih enacb prvega reda (3.09), (3.10), (2.57), (2.46) in (3.16). Vse
neznanke nastopajo le v prvih odvodih, zato so pripadajoci zacetni pogoji zanje:
1=1,: XT(tO):X;)’ YT(IO):Y]?’ ZT(tO):Z;)’
Y(,)="" 0O(1,)=0",
(to)zvg, vy(to)zv;), vz(to)zvf, (3.18)
(t)=v", 9(t)=9", o(t)=¢",
)=, Q(1,)=9Q), Q. ()=

v

X

7
QX V4
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Zacetni pogoji med sabo niso popolnoma neodvisni. V zacetku gibanja mora biti v dotikaliScu
izpolnjen pogoj (3.05) o nepodrsavanju, zato tudi za zafetne pogoje velja kinemati¢na vez

(3.06):

vS—an =0,
vg +aQ)! =0, (3.19)
v =0

Za tocko dotikalis¢a kroglice in ploskve ob zacetku gibanja velja:
Zy = f(X5.7,). (3.20)

Od zacetne lege dotikaliSca je odvisna zaCetna lega teziSca:
X) =X, +acos¥’sin®°,
Y, =Y, +asin¥’sin@°, (3.21)

Z2=7)+acos®",

Od zacetne lege dotikalis¢a sta odvisni tudi zacetni vrednosti kotov ¥ in ®. Dolo¢imo ju s

pomocjo enacb (2.17), (2.21) in (2.23):

ko =2 g =92
DXy gy
cos W’ = h , sin P° = i ,
(k) +(k3) (kY +(k0Y (3.22)
cos @’ = 16 = (klo )2 +( &) )2

D () + ()

Sistem enacb kotaljenja brez podrsavanja je podan v oknu 1. Zaletni pogoji z veznimi

enacbami pa so prikazani v oknu 2.
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Okno 1: Sistem enacb kotaljenja brez podrsavanja.

Osnovne neznanke: X,,Y,,Z,,¥,0,v,v v, v, 3, ¢,Q , Qy, Q.

> Vxs Vys Vo

X, (—cos'¥cos®)+Y, (—sin ¥ cos®)+Z,sin®=v,

>y

B ]
5 erin‘P—YTcos‘I’:vy
B,] X,cos¥sin®+Y,sinW¥sin®+Z, cos®=v,

3

\'/x—aQy =0

oy

o~

v, =0

B

[
[3.]

[

[.]

[B;] v, +aC, =0
[B]

[3,]

‘P[ma(vx cos@—v_sin@)+4Q, cos®]+®AQz +mav, - AQ, =
=—,u227ra3(vy —wy)

7

[B] ‘P[mavy cos®—A(Q, cos®—Q_sin @)}L@mavz —amy, — AQ =
=mgasin®+ u 27a’ (v, —w,)

B,] ¥Q sin@+0Q +Q =0
| ¥sin®-Jsiny +gcosysind=0Q,
] —O+4cosy +psinysind=Q,
B,] Wcos®+y+gcosI=Q,
| X,k + Yk, +¥(k,asin¥sin® -k ,acos ¥ sin ® —sin ¥ tan © ) +

+®(—k11acos‘Pcos®—klzasin‘PcosG)Jrcos‘P =0

=)
cos’ @

[B.,] Xk, +Yk,, +¥ (k,asin¥sin®—k,,acos \¥sin®+cos ¥ tan ©) +

. , . 1
+@(—kuacos‘Pcos@—kzzasm‘Pc0s®+sm‘P 5 j:O
cos” ©

Odvisne neznanke: R, R,R 0,0, 0

z

[O] R =mv +mgsin®+ p 27a’ (v, —w,)

X

[0,] R, =mv, +p27a® (vy -w )

y

se nadaljuje ...
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.. nadaljevanje

[0,] R =mv_+mgcos®+ u 27a’ (v, —w,)
[0,] © =¥sin®
0] o,-

[0,] @ =¥cos®

Pomozne enacbe:

[B] w,=W,sin¥—-W,cos¥

A
[P4] k= x>
0°Z
P -
[ 5] ki oxXoY
A
[Pé] k22 = 8Y2

[R] w,=-W,cos¥cos®—W,sin¥cos®+WW,sin®

[B] w.=W,cos¥sin®+W,sin¥sin®+W,cos®

Okno 2: Zacetni pogoji pri kotaljenju brez podrsavanja.

se nadaljuje ...
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. nadaljevanje

kO
tan W’ = —f)
1

tan®° = (k') + (k)
X) =X, +acos¥’sin®’
Y, =Y, +asin ¥’ sin@°

Z)=Zy+acos®’

vg—an =0
v +aQl =0
v =0

3.1.1  Zapis sistema diferencialnih ena¢b v matric¢ni obliki

Osnovni sistem diferencialnih enacb [B]-[Bi4] reSujemo numeri¢no. Zaradi preglednosti in
lazje priprave programov v Matlab-u ga zapiSemo v matric¢ni obliki. Enac¢be [B;]-[B14] lahko

zapiSemo v obliki:

M, x, = f,. (3.23)



Cesarek, P. 2008. Vpliv gibajogih se teles na gradbene konstrukcije.
Dipl. nal. — UNL Ljubljana, UL, FGG, Odd. za gradbenistvo, Konstrukcijska smer.

39

X je stolpec neznank

f» je stolpec de

XT

= F @ 4 N

<

N

0 0 08 v X

N

snih strani

—,uz27ra3(v -w )

y y

mgasin®+ u 27a’ (v, —w, )

N

(3.24)

(3.25)
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M, je 'masna’ matrika sistema. Matrika je kvadratna in nesimetricna. Zaradi pomanjkanja

prostora jo zapiSimo samo shematsko (pika '.' oznacuje nicelno komponento, X pa nenicelno):

X X X |
X X
X X X .
X . X
D G X
. ¢
M, = A X X (3.26)
X X X . X
X X X
X . X X
) G X X
X . X X
X X . X X
X X . X X ]

Nenicelne komponente so:
M, (1,1) =—cos ¥ cos O,
M, (1,2)=-sin¥cos O,
M, (1,3) =sin®,
M, (2,1)=sinV,
M, (2,2)=—cos ¥,
M, (3,1)=cos ¥sin®,
M, (3,2)=sin¥sin®,
M, (3,3)=cosO,
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M, (7,4)=ma(v, cos®—v, sin®)+AQy cos®,
M, (7,5)=4Q.,

M, (7, 7) =ma,
M, (7,12)=—A4,

M, (8,4)=mav, cos©® - A(Q, cos®-Q sinO),
M, (8, 5) =mav_,
M, (8, 6) =-ma,
M, (8,13) =4,

M, (9,4)= Q, sin0,
M, (9,5)=Q,,
M, (9,14) =1,

M, (10, 4) =sin ©,
M, (10,10) = —siny,
M, (10,11) = cosy sin 4,

M, (11,5)=-1,
M, (11,10) =cosy,
M, (11,11) =siny sin 4,

M, (12, 4) =co0s 0,
M, (12,9) =1,
M, (12, 1 1) =co0s Y,
M, (13, 1) =k,
M, (13,2)=k,,
M, (13, 4) =k asin ¥'sin ® — k;,a cos ¥'sin ® —sin ¥ tan O,

M, (13,5) =~k acos ¥ cos ® —k,,asin ¥ cos © + cos ¥

b

cos’ @
M, (14, 1) =k,
M, (14, 2) =k,
b

M (14, 4) =k,asin¥sin® —k,,acos'¥sin® +cos ¥ tan O,

M, (14, 5) = —k,acos ¥ cos © —k,,asin ¥ cos O +sin ¥

cos’ @
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Iz enacbe (3.23) sledi:

x, =M, f,. (3.27)

Izrek o obstoju in enoli¢nosti resitve (Krizani¢, 1991) zagotavlja obstoj in enoli¢nost resitve
enacbe (3.27), ¢e je desna stran dovolj zvezna in zvezno odvedljiva funkcija. Stolpec f;
ustreza tej zahtevi, inverz matrike M, pa le, ¢e je matrika regularna. O tem odlo¢a njena

determinanta:

2\?
Dech=(A+ma ) sin3tan ©® -

sin’ ®}_ 8

cos’ ® " (3.28)

2 2ak,, M—4ak22 cos’ ®—2cos2¥
8 cos® cos®

)
+4a| 2ak], cos’ © — 2k, sin 2¥ sin” © +2ki(1 —sin® ¥sin’ @) .
cos® cosO®

Determinanta je razli¢na od ni¢, razen pri $=0, 9=z in ®=0. Pogojno je lahko tudi izraz v
zavitem oklepaju enak nic, a o tem, kdaj se to zgodi, tezko reCemo kaj konkretnega. Prva dva
sta singularna primera, ki pri reSevanju ne delata tezav, Ce izberemo ustrezno metodo
reSevanja. Tretja moznost, ko je ® ni¢, nastane v primeru, da je normala ploskve kotaljenja v
tocki dotikaliSca vertikalna oziroma vzporedna z globalno osjo Z. To se zgodi bodisi tedaj, ko
se kroglica kotali po vodoravni ravnini, ali pa ko kroglica zavzame prevojno tocko ploskve
kotaljenja. Prvi problem predstavlja zelo ozko razli¢ico naSe naloge, v kateri nas veliko bolj
zanimajo ukrivljene ploskve. Resitev je zelo preprosta; ze v zaCetku izpeljav upoStevamo, da
je kot ® enak ni€ in enacbe zapiSemo na novo. Ob spremljanju izpeljave za poljubno ploskev
lahko to hitro storimo in tako izpeljemo enacbe, ki veljajo samo za kotaljenje po vodorani
ravnini. Zato teh enacb na tem mestu ne zapisujemo. Drugi problem — kroglica zavzame
prevojno to¢ko — je singularen problem, ki ga metode numeri¢ne integracije v Matlab-u
dopuscajo, Ce le ne nastopi v zacetnem koraku. Tej zaCetni tezavi se lahko izognemo tako, da
za zacetno lego dotikaliS¢a kroglice s podlago izberemo tocko, ki je vsaj malo izmaknjena iz

prevojne tocke.
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3.2 Kotaljenje s podrsavanjem

Pri kotaljenju s podrsavanjem je hitrost delca, ki se trenutno nahaja v dotikali$¢u, razli¢na od
ni¢. Tudi v primeru podrsavanja mora biti komponenta hitrosti v normalni smeri na ploskev

kotaljenja enaka nic:

vy, =0. (3.29)

Zato vektor hitrosti v dotikaliS¢u lezi v tangentni ravnini na ploskev kotaljenja:

Vy=Vvze +vye. (3.30)

Smer hitrosti dotikaliS¢a lahko povezemo s silo trenja. Trenje zavira gibanje, torej je smer sile
trenja nasprotno usmerjena kot vektor hitrosti v dotikalis¢u. Drugo kinemati¢no vez, ki velja

med podrsavanjem, potem lahko zapisemo kot

= (3.31)

Ta vektorski pogoj lahko zapiSemo tudi drugace; vektorja dotikaliS¢ne hitrosti in sile trenja

zapiSemo v komponentni obliki — upostevamo (3.30) in (3.02):

Ve, tvge, _ Re + Ryey

= . 3.32
1/vfgx+vlz;y JRf+Ry2 ( )

Potem je

Vg R Vg, R

\/vix;vﬁy :_\/Rfer}%’ m:\/m' (3.33)

Iz enacb (3.33) dobimo:

% R
By (3.34)
va Rx

A%

so osnovne neznanke naloge, dobimo kon¢no obliko pogoja:
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v,+aQ R
+——*=_7, (3.35)
v,—aQ R

X

Tretjo kinemati¢no vez med podrsavanjem predstavlja Coulombova enacba (3.04); zapisana s

komponentami reakcijske sile ima obliko

JRI+R = uR,, R, >0. (3.36)

Prvega od kinemati¢nih pogojev kotaljenja s podrsavanjem (3.29) zlahka vklju¢imo v sistem
gibalnih enacb, druga dva — (3.35) in (3.36) — pa nekoliko tezje. Enacbe se mocno
poenostavijo, ¢e namesto reakcij R,, R, ter dotikaliS¢nih hitrosti vz, vg, v sistem enacb

vpeljemo nove spremenljivke:

e velikost sile trenja 7 = /R’ +Ry2 ;

e kot «, ki ga vektor sile trenja T oklepa z baznim vektorjem e, izbranega

koordinatnega sistema;

e velikost dotikalig¢ne hitrosti v, =/vj, +vj, in
e kot S, ki ga vektor dotikalis¢ne hitrosti vz oklepa z baznim vektorjem e, izbranega

koordinatnega sistema.

Potem velja:
R =Tcosa, R =Tsina, (3.37)
in

Vg

X

=V, cos f3, Vg, =Vgsin f. (3.38)

Pogoj (3.34) izvira iz zahtevka, da sta vektorja sile trenja T in hitrosti dotikalis¢a vg

kolinearna in nasprotno usmerjena. Glede na definicijo kotov & in £ potem lahko zapiSemo:

p=r+a. (3.39)

Komponenti hitrosti dotikalis¢a tako dobita obliko:
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Vy, =V C08(7+ ) =—v, cosa, Vg, =V sin(z+a)=-v,sina. (3.40)

Stir1  koli¢ine Ry, R, v, in v, smo zamenjali s tremi ugodnejSimi 7, vz in . Ob tem smo

avtomati¢no zadostili kinematicnemu pogoju (3.34):

—Vysina Tsinx
—F——=tanag = —— =tana, (3.41)
—V, cosa Tcosa

Coulombov pogoj (3.36) pa ob vpeljavi novih spremenljivk ohranja preprosto linearno obliko:

T=uR. (3.42)

Komponente vektorja tezi§¢ne hitrosti, ki jih potrebujemo v gibalnih enacbah, zapiSemo s
komponentami dotikalis¢ne hitrosti preko enacb (2.61):
Vg =V, —a) =-v,cosa,
Vg, =V, +aQ =-vysing, (3.43)
Vg =V,.

B %

v, =—vzcosa+all,
(3.44)

v, =—Vgsina—aQ),

Vv v

pri dolocitvi normalne komponente teziS¢ne hitrosti pa upostevamo kinemati¢ni pogoj (3.29):

v, =0. (3.45)

Komponente vektorja teziS¢ne hitrosti v gibalnih enacbah nastopata v prvih odvodih po casu.

Ker ju bomo nadomestili z izrazoma (3.44), slednji enacbi odvajamo po ¢asu

v, =-vycosat+avysina+all,
. : : (3.46)
v, =—Vysina—avycosa—all,.

V izreku o gibalni koli¢ini (2.79) komponenti teZiS¢ne hitrosti v, in v, zamenjamo z vz in a,
tako kot navajajo enacbe (3.44) in (3.46). Komponenti reakcijske sile R, in R, pa

nadomestimo z izrazoma (3.37) in dobimo:
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(—\'}B cosa+av, sina+aQy)—‘Pm(—vB sina—an)cos®—®va =

:Tcosa—mgsinG)—,uZ%raz(—vB cosa+aQy—wx),

m(—\'/B sina —av, cosa—aQX)+‘Pm[(—vB cosa+aQy)cos®—vZ sin@] =

(3.47)

=Tsina—pu.2ra’ (—vB sina—af, —wy),

my, +¥m(-v, sina—an)sin®+®m(—vB cosa+aQy) =
=R —-mgcos®—pu 2za’(v.—w,).

Med podrsavanjem velja kinemati¢ni pogoj (3.42); zato je

1

R =—T. (3.48)
U

Izraz za R. upoStevamo v tretji enacbi izreka o gibalni koli¢ini (3.47) in iz nje izrazimo

velikost sile trenja 7:

T=pumv, —‘P,um(vB sina+an)sin®+®,um(—vB cosa+aQy)+
+umgcos®+ pu 2ra’ (vz -w )

z

(3.49)

Dobljeni T vstavimo v prvi dve enacbi izreka o gibalni koli¢ini (3.47):

(—\'}B cosa +av, sina+aQy)—‘Pm(—vB sina—an)cos(B—G)va =
=[um\>z —Wum(v, sina+an)sin®+®ym(—vB cosa+aQy)+
+umg cos®+ pup 2ra’ (v, —wz)]cosa—mgsinG)—

—,u227m2(—v3 cosa+aQ, —wx),

3.50
m(—\'/B sina —av, cosa—an)Jr‘Pm[(—vB cosa+aQy)cos®—vz sin@] = ( )

:[,um\'/z —Wum(v, sina+an)sin®+®,um(—vB cosa—i—aQy)—i—
+pumgcos®+ pu 2ra’ (v, —wz)}sina—

—uz27za2(—v3 sina—aQ, —wy).

Po obseznem urejanju dobimo kon¢no obliko enacb izreka o gibalni koli¢ini v smereh x in y



Cesarek, P. 2008. Vpliv gibajogih se teles na gradbene konstrukcije. 47
Dipl. nal. — UNL Ljubljana, UL, FGG, Odd. za gradbenistvo, Konstrukcijska smer.

Pm[—cos®(-v,sina—aQ,)+ucosasin®(vysina+aQ,) ]+

+®m[—vz —,ucosa(—vB cosa—i—aQy)J—\}Bmcosa—i-

+amyysina —v_ umcosa +€Q ma =—mgsin®+ umg cos O cos o —

—u.2ra’ |:(—VB cosa+aQ), —wx)—,ucosa(vz —Wz)j|,

. (3.51)
‘Pm[(—vB cosa+an)cos®—vZ sin® + usin Osina (v, sina+an)}—

—@,umsina(—vB cosa+aQy)—\>Bmsina—0'tmvB cosa —

—v umsina —Q ma = umg cosOsina —

—,uz27za2[(—v3 sina—aQ), —wy)—,usina(vz —w )}

z

V izreku o vrtilni koli¢ini (2.89) uposStevamo izraze za reakcije (3.37):
AQ, —‘PAQy cos®—-0A4Q. =aTsina,
AQ +WA(Q, cos®-Q_ sin®)=—aT cosa, (3.52)
Q. +¥Q, sin®@+60Q, =0;

nato za silo trenja 7 vstavimo izraz (3.49):

AQ -VAQ cos@-0AQ, = a[,um\'/z —Wum(v,sina+aQ )sin®+
+®,um(—vB cosoz+aQy)+,umgcos®+,u,t4227za2 (vz—wz)}sina,

AQ +WA(Q, cos®-Q sin@®) = —a[,umx'/z —Wum(v,sina+aQ )sin®@+ (3.53)
+®,um(—vB cosoz+aQy)+,umgcos®+,u,t4227za2 (vz—wz)}cosa,

Q. +¥Q, sin®+6Q, =0.

Izraze (3.53) Se dodatno uredimo in dobimo kon¢no obliko enacb izreka o vrtilni koliini:

‘P[,umasin@sina(vg sina+aQ,)-AQ, cos®}+
+®[,umasina(v3 cosa—aQy)—AQz]—,umasinavz +AQ =
=asinoc(,umgCosG)+,u,uZZ7za2 (v. —wz)),

W[ —pmasinOcosa (v sina+aQd, )+ AQ, cos® - AQ_sin® |+ (3.54)
+®ymacosa(—v3 cosa+aQy)+ymacosa\>z +AQy =
:—acosoz(,umgcos®+,u,uZZ;za2 (v.-w )),

YQ sin®@+0Q, +Q, =0.
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Z zapisom kinemati¢nih vezi, ki pripadajo kotaljenju s podrsavanjem, in z ureditvijo gibalnih

enacb smo kotaljenje kroglice s podrsavanjem natan¢no opisali. Preglejmo sedaj vse neznanke

nasega problema in enacbe, ki jih imamo na voljo.

Sistem enacb kotaljenja s podrsavanjem

Osnovne neznanke se zaradi zamenjave nekaterih kolicin razlikujejo od tistih pri kotaljenju

brez podrsavanja. IS¢emo

Vv v

tri teziS¢ne koordinate: X7, Y7, Zr;

hitrost dotikali$¢a vg;

kot ¢, ki ga sila trenja oklepa z baznim vektorjem e ;
komponento teziS¢ne hitrosti v;;

tri komponente telesnega vektorja kotne hitrosti: Q,, Q,, €);
dva zasuka izbranega koordinatnega sistema ¥ in ®

ter Se tri Eulerjeve zasuke telesnega koordinatnega sistema: v, 4, .

Odvisne neznanke pa so

Enacbe,

tri komponente vektorja kotne hitrosti izbranega koordinatnega sistema: ax, @,, @, ki
smo jih z osnovnimi neznankami zapisali v izrazih (2.34);

sila trenja T, dolo¢ena z izrazom (3.49) ter

tri komponente reakcijske sile podlage: Ry, Ry, R., doloCene z izrazi (3.37) in (3.48).
ki jih imamo na voljo za dolo¢itev osnovnih neznank, so:

tri diferencialne enacbe izreka o vrtilni koli¢ini (3.54);

dve diferencialni enacbi izreka o gibalni koli¢ini v smereh x in y (3.51);

algebrajski enacbi (3.45);

tri diferencialne enacbe (2.46), ki povezujejo Eulerjeve zasuke s komponentami
telesnega vektorja kotnih hitrosti

in Se dve algebrajski enacbi (2.25), ki povezujeta zasuka ¥ in ® z naklonskimi
koeficienti tangentne ravnine; naklonska koeficienta sta pri tem samo navidezni

neznanki, saj jih v vsakem trenutku lahko izra¢unamo po enacbah (2.17).
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Zopet imamo opravka s 14 neznankami in 14 enacbami, ki se ponujajo v reSevanje.
Zapletenost enacb nas spet vodi v odlocitev, da jih reSujemo numericno s programom
Matlab. Podobno kot v primeru kotaljenja brez podrsavanja tudi tokrat algebrajske enacbe
sistema spremenimo v diferencialne. To napravimo tako, da po ¢asu odvajamo enacbo (3.45),
medtem ko smo odvode algebrajskih enacb (2.25) dolocili Ze med analizo enacb kotaljenja

brez podrsavanja z izrazi (3.16). Odvod enacbe (3.45) po Casu je:

v, =0. (3.55)

Zacetni problem: za 14 neznank
ToL7>

X Y%, Z,, Y.0, vya,v., v,%,¢, Q.,Q . Q (3.56)

je na voljo 14 diferencialnih enacb prvega reda (3.54), (3.51), (3.55), (2.57), (2.46) in (3.16).

Vse neznanke nastopajo le v prvih odvodih, zato so pripadajoci zacetni pogoji zanje

t=t,: XT(t):XO Y (4)=Y, Z.(4,)=2,,

¥(t)=1" 0(4)=0"
vi(ty)=vy, alt)=a", v.(t4)=v., (3.57)
v ()= 1//, 9( )=, o(t,)=9",
Q. (4,)=0Q% Q (4)=9", Q. (4)=0Q"

Zacetni pogoji zopet niso medsebojno neodvisni, zato izbira zaCetnih pogojev ni poljubna.
Tezis¢ne koordinate in zacetne vrednosti zasukov ¥ in ® so pogojene z zacetno lego
dotikalis¢a kroglice in ploskve, po kateri drsi, tako kot to predpisujejo izrazi (3.20), (3.21) in

(3.22). Zacetno vrednost teziS¢ne hitrosti v normalni smeri pa predpisuje kinemati¢na vez

(3.29) oziroma (3.45):
v =0. (3.58)

z

Celoten sistem enacb, ki pripada kotaljenju kroglice s podrsavanjem, je zaradi vecje

preglednosti zapisan tudi v oknu 3, zacetni pogoji z veznimi enacbami pa v oknu 4.
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Okno 3: Sistem enacb kotaljenja s podrsavanjem.

Osnovne neznanke: X, Y, Z,,'V,0,v,, a,v,, ¥, 3,¢,Q.,Q Q.

T>°T>

X, (—cosWcos®)+Y, (—sin¥cos®)+Z, sin® =—v, cosa+aQ,

[5:]

[S,] X, sin¥-Y,cos¥=-v,sina—aQ,

[S,] X,cosWsin®+Y,sin¥sin®+Z, cos®=v,
[5,]

Tm[—cos@(—vB sina—aQ, )+ pcosasin®(v, sina+an)]+
+®m[—vz —,ucosa(—vB cosa+aQy)}—\>Bmcosa+
+amv, sina—vzymcosa+§2yma =

=—mgsin®+ umg cosOcosa —
—u.2ra’ [(—VB cosa+aQ, —wx)—,ucosa(vz —wz)J

[S;] ‘Pm[(—vBcosa+aQy)cos®—vzsin®+
+,usin®sina(v3sina+an)]—G),umsina(—vBcosa+aQy)—
—vymsina —amvgcosa — v umsina —Q ma =

= umg cos Osin o —
—p2ra’ |:(—VB sina—an—wy)—,usina(vZ—w )]

[Sé] v.=0
[S,] ‘i’[umasin@sina(v], sina+aQ,)-A4Q, cos®]+

AQZ]—ymasinavz +AQ,
:asina(,umgcos®+,uyz27m (v.-w ))

+®[umasina(v3 cosa—aQy)
2

[S;] W[-pumasin®@cosa(vysina+aQ,)+A4Q, cos® - AQ, sin® |+
+®ymacosa(—v3cosa+aQy)+umacosa\>z+AQy:
=—acosa(ymgcos®+yuz27m2(vz—wz))

[S,] ¥Q,sin®0+0Q, +Q, =0

[S,] ¥sin®-gsiny +gcosysind=Q,

[SM] —®+90051//+¢)sin1,//sin19=§2y

[

S,] Weos®+y +gpeosd=Q

se nadaljuje ...
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... nadaljevanje

[Si5] Xk, + Yok, +F (kyasin ¥ sin® — k;,a cos ¥ sin® —sin ¥ tan © ) +

+@(—kllacos‘l’cos@—klzasin‘l’cos®+cos‘l’%j =0
cos” ©

[S.] Xk, + Yk, + W (k,asin¥sin®—k,,acos ¥sin®+cos ¥ tan ®) +

+G(—klzacos‘Pcos@—kzzasin‘l’cos®+sin‘}’ 12 ij
cos” ©

Odvisne neznanke: 7,R , R,R,v,v, 0,0, .

[0] T=pmy,—¥um(v, sina+an)sin®+®,um(—vB cosa+aQy)+

z

+umg cos®+ uu 2ra’ (vz -w )
[0,] R, =Tcosa

[0,] R, =Tsina

[0 R=T

[Os] v, =-vscosa+aQ,
[O,] v, =-vssina—-aQ,
[0,] o, =V¥sin®

[0,] ©,=-©

[0,] @ =W¥cos®

Pomozne enacbe:

[

[B] w, =W,sin¥—W,cos¥

BV

| w, =W, cos¥cos®—W,sin¥cos®+W,sin®

[B] w.=W,cos¥sin®+W,sin¥sin®+W,cos®

0’z
[P4] kll :W

se nadaljuje ...
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.. nadaljevanje
0°Z

k. =
2] & oXoy
0’z
[Pé] kzzzﬁ

Okno 4: Zacetni pogoji pri kotaljenju s podrsavanjem.

t=t,:
Xy (t)=Xp  Y,(4)=Y;
vp(to)=vs,  alty)=a’,  v.(4)=v
v(t)=v",  8(1,)=9  o(t,)=9¢"
Q. (6)=0Q) Q)= Q. (,)=0"

Vezne enacbe:

Zy=f(X5.%))
0

k
tan P° =—%
1

tan ®° = (klo)2+(kf)2
X} =X, +acos¥’sin@®’
Y, =Y, +asin ¥’ sin @’
Z)=Z,+acos®’

0 _
v, =0

3.2.1  Zapis sistema diferencialnih ena¢b v matri¢ni obliki

Zaradi lazje priprave programov v Matlab-u tudi sistem enacb kotaljenja s podrsavanjem

[S1]-[S14] zapiSemo v matri¢ni obliki:

M. = f. (3.59)
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X; je stolpec neznank

T

X

S @ € NN

RN

O 0DDS ©S

T

=

<

N

L

f je stolpec desnih strani

—vzcosa+all
—vpsina —afl),

1%

—mgsin®+ umg cosOcosa —
—u.2ra’ |:(—VB cosa+aQ, —Wx)—,ucosa(vz —wz)}

umg cosOsina —
—u2ra’ [(—VB sina —aQ, —w, ) usina (v, —wz)}

0
asin a[,umg cos©@+ up 2ma* (v, —wz)]
—acos a[,umg cos©+ pp 2ra’ (v, —w, )}

N

(3.60)

(3.61)
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M; je 'masna’ matrika sistema. Matrika je kvadratna in nesimetri¢na. Zaradi pomanjkanja

prostora jo zopet zapiSimo samo shematsko (pika '.

nenicelno):
X X X ]
X X .
X X X .
X X X X X X
X . X X
. X
M - X X X X
) X X X X
X X . X
X . X X
X . .. L X X
. G, ¢ X
X X . X X
X X . X X |

Nenicelne komponente matrike so:
M, (1,1)=—cos ¥ cos ®,
M; (1,2)=—-sin¥ cos©,
M, (1,3)=sin®,

M, (2,1)=sin"¥,
M, (2,2)=—-cos"¥,

M, (3,1)=cos ¥sin®,
M, (3,2)=sin¥sin®,
M, (3,3)=cosO,
M, (4,4)=m[—cos®(-v,sina —aQ )+ ucosasin®(v,sina +aQ,)],
M, (4,5)= m[—vz —,ucosa(—vB cosa+aQy)],
M, (4,6)=-mcosa,
M, (4,7)=mv,sina,
M, (4,8)=—umcosa,
M, (4, 13) =ma,

oznacuje ni¢elno komponento, X pa

(3.62)
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M, (5,4)= m[(—vB cosa+aQy)cos®—vz sin® + usin Osina (v, sina+an)},
M, (5,5)=—um sina(—vB cosa +aQy),
M, (5,6)=-msina,
M, (5,7)=-mv,cosa,
M, (5, 8) =—umsina,
MS(5,12)=—ma,
M, (6,8)=1,
M, (7, 4) = pmasinO@sina (v, sina+an)—AQy cos O,
M, (7,5)= ,umasina(vB cosa—aQy)—AQz,
M, (7,8)=—umasina,
M, (7,12) =4,

M, (8,4)=—umasin@cosa(v,sina+aQ )+ AQ cos®@—AQ_sinO,
M, (8, 5) = ,umacosa(—vB cosa +aQy),
M, (8, 8) = umacosa,
M, (8,13)= 4,
M, (9, 4) =Q sinO,
M, (9,5)=Q,,
M, (9,14) =1,

M, (10, 4) =sin®,
M; (10,10) = —siny,
M (10,11) =cosy sin 4,

M, (11,5)=~-1,
M, (11,10) = cosy,
M, (11,11) =siny sin 4,
M, (12,4)=cos©,
M, (12,9)=1,
M, (12,11) =cos 9,
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M, (13,1) =k,

M, (13,2)=k,,
M; (13,4) =k, asin ¥'sin ® — k,,a cos ¥ sin © —sin ‘¥ tan ©,

M, (13,5) =~k acos ¥ cos © —k,,asin ¥ cos © + cos ¥ ——,
cos” ®
Ms(14,1)=k12,
MS(14,2)=k22,

M (14, 4) = k,asin ¥ sin ® — ky,a cos ¥ sin © + cos ¥ tan ©,

M (14,5) = —k,acos ¥ cos © — ky,asin ¥ cos @ +sin ¥ ——.
cos” ©
Iz (3.59) dobimo

x,=M_'f. (3.63)

Zopet se vpraSamo o obstoju in enoli¢nosti reSitve. Stolpec f; je sestavljen iz zveznih in

odvedljivih funkcij, zato moramo preveriti le Se regularnost matrike M. Determinanta M; je:

DetM, = Azmsz sin 3sin®tan ® -

%{2611{11 {M —4ak,, cos’ ® —2cos 2¥

sin’ ® 8
cos® cos®

- +
cos’ @ (3.64)

)
+4a| 2ak}, cos’ © — 2k,, sin 2¥ sin”_© +2ki(l —sin® ¥ sin’ @) .
cos® cosO

Determinanta je ni¢ le pri $=0, $=zn, ®=0in pri vz=0. Pogojno je lahko tudi izraz v
zavitem oklepaju enak ni¢; o tem, kdaj se to zgodi, pa tezko reCemo kaj konkretnega. O prvih
treh primerih smo pisali e v razdelku o kotaljenju brez podrsavanja. Cetrta moZnost (vz=0)
pa je povsem obicajna. V trenutku, ko kroglica preide iz kotaljenja brez podrsavanja v
kotaljenje s podrsavanjem, moramo zaceti ratun z enacbami kotaljenja s podrsavanjem,
hitrost vz pa je pri tem Se vedno enaka nic¢, zaradi ¢esar je matrika My neregularna. Numeri¢no

resitev te tezave podajamo v opiSemo razdelku.
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3.3 Enacbe pri izmeni¢nem kotaljenju s in brez podrsavanja

Mozen scenarij dogodkov med kotaljenjem kroglice po poljubni podlagi smo nakazali ze v
uvodnem razmisljanju tega poglavja. Kroglica se lahko nekaj ¢asa kotali brez podrsavanja,
nato zdrsne in se kotali s podrsavanjem, kasneje morda spet preide v kotaljenje brez
podrsavanja. Tako med kotaljenjem brez podrsavanja kot tudi med kotaljenjem s
podrsavanjem pa se lahko zgodi, da se odlepi od podlage in poleti. Slednjo moznost bomo
obravnavali v naslednjem razdelku, v tem pa se posvetimo izmenjavanju kotaljenja s in brez

podrsavanja.

Denimo, da se zacne kroglica kotaliti brez podrsavanja. Kotaljenje vodijo enacbe iz okna 1.
Kroglica se brez podrsavanja kotali, ¢e je izpolnjen pogoj (3.03). ZapiSimo ga Se enkrat,

tokrat z bolj natan¢no opredelitvijo koeficienta trenja:

T
—< . 3.65
<K, (3.65)

Z u, smo oznacili stati€ni koeficient trenja (ali koeficient lepenja), ki predstavlja mejno
trenjsko sposobnost kontaktne povrsine kroglice in podlage. Cim je razmerje trenjske in

normalne sile enako z4, pa se zacne podrsavanje:

%z,us — podrsavanje. (3.66)

Cas, ko se to zgodi, 0znacimo s t_s.

Med podrsavanjem silo trenja in normalno silo podlage povezuje dinami¢ni koeficient trenja

(ali samo koeficient trenja), ozna¢imo ga z fi;:

T=u,N. (3.67)

Dinamicni koeficient trenja se nekoliko razlikuje od staticnega (odvisno od materialov, ki sta
v stiku), zato moramo pri uporabi enacb kotaljenja s podrsavanjem paziti, da uporabimo pravo

vrednost.

Kotaljenje s podrsavanjem vodijo enacbe v oknu 3. Vrednosti koli¢in
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X0, Y 20,2, 0,v,v v, w, 3, 0,Q,Q Q. (3.68)

T> 7> > Vxo Vyo
ob Casu t,_,s=t) predstavljajo zaCetne vrednosti za kotaljenje s podrsavanjem:

X0, Y, Z,9°,0% v v vl w8, 9°,Q0, 00, Q. (3.69)

s> Vo Vys Vzo

Vv v

hitrosti v smereh x in y med zacetnimi pogoji kotaljenja s podrsavanjem potrebujemo zacetno
hitrost v dotikali§¢u vs’ in zaGetni kot delovanja sile trenja . Kot « je pri kotaljenju brez
podrsavanja odvisna spremenljivka. Njegovo vrednost o’ ob zaGetku kotaljenja s

podrsavanjem izratunamo s pomocjo enacbe (3.37):
R® R’ 2 2
0 _ Y . 0 _ 0 _ 0 0
cosa =70 sina _T_y T = (Rx) +(Ry) . (3.70)
R, Ryo so vrednosti reakcij ob koncu kotaljenja brez podrsavanja — ob Casu #,_,s, tako kot

predpisujejo enacbe v oknu 1.

Ker se je kroglica do Casa #,,s kotalila brez podrsavanja, je zaCetna hitrost dotikali§¢a ob

zaCetku podrsavanja enaka 0:
vy =0. (3.71)

Determinanto masne matrike sistema diferencialnih enacb kotaljenja s podrsavanjem podaja
enacba (3.64). Determinanta je premosorazmerna s hitrostjo vp, kar pomeni da je masna
matrika ob zacetku podrsavanja singularna. Metoda numeri¢ne integracije, uporabljena v
Matlab-u, ne dopusca singularnosti masne matrike v prvem koraku. To pomeni, da z izbrano
metodo ne bi mogli napraviti prvega koraka integracije in tako sproziti zacetka racuna.
Natan¢na obravnava dogajanja ob prehodu iz kotaljenja brez podrsavanja v kotaljenje s
podrsavanjem, ki bi sistematicno zajela tudi zgoraj omenjeni problem, presega namen te
naloge. Zato tezavo odpravimo preprosto in u¢inkovito z majhno perturbacijo zacetne hitrosti.
Ker vemo, da je med podrsavanjem hitrost v dotikaliS¢u razli¢na od ni¢, tudi zacetni vrednosti
vs' predpisemo neko vrednost, ki pa mora biti dovolj majhna (dovolj blizu ni¢), da ne vpliva

na rezultate. S tem metodi omogocimo izracun inverza v prvem integracijskem koraku, od tod
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naprej pa racun te¢e normalno, ¢e je le hitrost v dotikaliS¢u razlicna od ni¢. Za majhno

vrednost zagetne hitrosti dotikali$¢a smo v programu uporabili vrednost 10~*.

Zdaj se kroglica kotali s podrsavanjem. Med podrsavanjem je hitrost dotikalis¢a razli¢na od
ni¢. V nekem trenutku, oznacimo ga s #, pa lahko zopet postane enaka ni¢: vg=0. S tem je
izpolnjen eden od pogojev za kotaljenje brez podrsavanja, o tem ali se bo kroglica v
nadaljevanju res gibala brez podrsavanja, pa odloca $e razmerje sile trenja in normalne sile
podlage — pogoj (3.65). Ce ta pogoj ni izpolnjen, se bo kroglica tudi v nadaljevanju gibala s

podrsavanjem, dotikaliS¢na hitrost pa bo najbrz spremenila predznak.

Ugotavljanje prehoda iz kotaljenja s podrsavanjem v kotaljenje brez podrsavanja poteka
takole: ob Casu fy izra¢unamo reakcijske sile podlage 7i, in N, kakrSni podajajo enacbe

kotaljenja brez podrsavanja (3.07):

X

R =mv, —¥mv, cos®—Omv, + mgsin®+ u 27wa’ (v, —w,),

RY =mv, +W¥m(v, cos®—v, sin®)+,u227m2(vy —wy),

sz =my, +‘vay sin®+®mvx +mg cos®+uz27za2 (vz —wz), (3.72)
2 2

T=y(R) +(RY)

N, =R’

B %

Vv W

hitrosti v smereh x in y dolo¢imo s pomoc¢jo enacb (3.44),

v, =—vycosa+al) ,
. i (3.73)
v, =—vgsina—aQ)
s tem, da upostevamo, da v njih velja vg=0.
Ce za razmerje sil T, in Ny, velja
I < (3.74)
N, Hs .
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se bo kroglica v nadaljevanju gibanja kotalila brez podrsavanja. Gibanje od tu naprej vodijo

enacbe iz okna 1, Cas ty zato oznac¢imo s ;.. Vrednosti koli¢in

X0, Y 20,8, 0, v, a,v,, 9,8, 0,Q,,Q,,Q, (3.75)

ob c¢asu £, so zaCetne vrednosti kotaljenja brez podrsavanja, ki jih podaja okno 2:

X0, Y, Z,9°,0% v v vl ', 8,00, Q0 Q0 Q. (3.76)

> Vxo Vys Vzo

Zadetni vrednosti v, in vyo dolo¢imo s pomocjo enacb (3.73).

Ce pa za razmerje sil Ty, in N, velja

T,
—=2Uu, (3.77)
Nb

je razmerje sil pri ¢asu f tako, da se bo nadaljevalo kotaljenje s podrsavanjem — enacbe v

oknu 3 ostajajo v veljavi.
3.4 Konec faze kotaljenja

Pri kotaljenju po poljubni podlagi se lahko kaj hitro zgodi, da kroglica zgubi stik s podlago in
poleti. Pri tem hitrost teziS¢a v smeri normale v, postane razli¢na od ni¢. Ker pa smo pogoj
v.=0 pri obeh vrstah kotaljenja vgradili v sistem enacb kot kinemati¢no vez, ga ne moremo
uporabiti za kontrolo odlepitve. Ostane nam Se druga mozZnost — kontrola normalne sile
podlage, to je komponente R. reakcijske sile. Ko ta dobi negativen predznak, pride do

odlepitve, kar pomeni, da moramo koncati moramo z analizo kotaljenja in priceti z

reSevanjem enacb leta kroglice.
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4 LET PO ZRAKU IN TRK S PODLAGO

4.1 Let kroglice po zraku

Gibanje kroglice po zraku lahko obravnavamo kot poseben primer kotaljenja, pri katerem

kroglica ni v stiku s podlago. Reakcijska sila podlage je zato enaka ni¢:

R=Re +Re +Re.=0 = R =0, R =0, R =0 (4.01)

Z izgubo stika s podlago se izgubi tudi definicija normale na ploskev kotaljenja ter tangentne
ravnine na ploskev kotaljenja, s tem pa tudi potreba po vpeljavi izbranega koordinatnega
sistema. Med letom lahko preprosto predpostavimo, da se izbrani koordinatni sistem ujema z

globalnim, s tem pa tudi ze predpiSemo velikost zasukov ¥ in ®

Y=, 0=0 (4.02)
ter njunih odvodov

¥=0, ©O=0. (4.03)

Ker se izbrani koordinatni sistem ujema s prostorskim, lahko vse koli¢ine, ki smo jih
zapisovali glede na izbrani koordinatni sistem, zapiSemo v globalnem tako, da v enacbah

upostevamo:

v.=V., v =V, v.=V, Q. =Q,, Q=Q, Q=Q,. (4.04)

X y

Z upostevanjem kinematic¢nega pogoja (4.01) in poenostavitev (4.02) ter (4.03) dobijo gibalne
enacbe zelo preprosto obliko. Ponovno jih izpeljemo iz izrekov o gibalni in vrtilni koli¢ini. V

zapisu obeh izrekov uposStevamo nove oznake (4.04).

Enacbe izreka o gibalni koli¢ini (2.79) se poenostavijo v
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mv, = —yz27za2(VX W),
mV, =—u 2xa’ (V, -W,), (4.05)
mv. :—mg—,uZZﬂaz(VZ —WZ).

Enacbe izreka o vrtilni koli¢ini (2.89) pa se poenostavijo v

AQ, =0,
AQ, =0, (4.06)
AQ, =0.

Sistem enacb leta kroglice po zraku

Z izloc¢itvijo kotov ¥ in ® iz enacb se zmanjSa Stevilo neznank. Ob upoStevanju novih oznak
(4.04) ostanejo Se:
e tri teziScne koordinate, zapisane v prostorskem koordinatnem sistemu: X7, Y7, Zr;
e tri komponente hitrosti tezi$¢a, zapisane v globalnem koordinatnem sistemu: Vy, Vy,
Vz;
¢ tri komponente telesnega vektorja kotne hitrosti, zapisane v globalnem koordinatnem
sistemu: Qy, Qy, Qy;

o ter Se trije Eulerjevi zasuki telesnega koordinatnega sistema: y, 3, .

Skupno imamo na voljo:
o tri diferencialne enacbe izreka o vrtilni koli¢ini (4.06);
¢ tri diferencialne enacbe izreka o gibalni koli¢ini (4.05);

Vv W

poenostavitve (4.02) in oznak (4.04) dobijo obliko:
X, =V,,
Y, =V,, (4.07)
ZT =V,;
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e ter Se tri diferencialne enacbe (2.46), ki povezujejo Eulerjeve zasuke s

komponentami telesnega vektorja kotnih hitrosti; tudi v teh upoStevamo (4.02),

(4.03) in (4.04):
Q, = —9siny +@cosy sin I,
Q, =Jcosy +@siny sin G, (4.08)
Q, =y +g@cosd

Za 12 neznanih kolié¢in:

XT’YT’ZT’ VXaVyaVza W7197(0, QX,Qy,QZ (409)

imamo tako na voljo 12 diferencialnih enacb prvega reda (4.05), (4.06), (4.07) in (4.08). Vse
neznanke nastopajo v prvih odvodih, zato so pripadajoci zacetni pogoji zanje
t=ty: X, (4)=X;. Y (t)=Y, Z(t)=2,
Vx(tO):V)?’ VY(tO):VYO’ Vz(tO):VzO’
v(tn)=v’, 9(t,)=9 o(,)=9¢"
QX(t0)=Q()’(, Qy(t0)=Q‘;, Qz(t0)=Qg_

(4.10)

Vseh dvanajst zacetnih vrednosti je poljubnih. Po vzoru enacb kotaljenja po ploskvi tudi

enacbe leta kroglice po zraku zdruZzimo v preglednem zapisu v oknu 5.

Okno 5: Sistem enacb za let kroglice po zraku s pripadajocimi zacetnimi pogoji.

Osnovne neznanke: X, Y., Z,., V.., V,,V,, v, 8,0,Q,,Q,,Q,

se nadaljuje ...
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... nadaljevanje

[L,] mV,=-p2ra*(V,-W,)
(L] mV.=-mg—p2ma*(V,~W,)
(L] Q=0
[L,] ©Q,=0
[L,] ©,=0
[L,] Ysiny+gpcosysind=Q,
[L,] Jcosy +g@sinysing=0Q,
[L,] v +gpcosd=0Q,
Za&etni pogoji pri £ =1, :
X ()= X7, Y (6)=Y, Z(4)=2,
Vilto)=Vy, Vilto)=Vy> V,(4)=V7,
v(t)=y", 9(t)=9", o(t)=¢"

Q. (1,)=9%, Q,(4)=9), Q,(1,)=9).

4.1.1  Zapis sistema diferencialnih ena¢b v matric¢ni obliki

Kljub temu, da je sistem diferencialnih enacb [L;]-[Lo] zelo preprost in bi reSitve lahko dobili
v analiti¢ni obliki, se odlo¢imo, da ga bomo reSevali numeri¢no. Zato ga zapiSimo Se v
matri¢ni obliki:

M, = f,. (4.11)
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X je stolpec neznank:

N e

~

S LN

(4.12)

~

:o:ok:o*s © X

N

fije stolpec desnih strani:

—mg—p.2za* (V, =W,) | (4.13)

M, je masna matrika sistema (ni¢elne komponente so oznacene s piko '.', nenicelne pa so

zapisane):
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1
1
1
m
m
M,= | : (4.14)
1
1
—siny cosy sin g
cosy sinysing
i 1 . cos |
Iz (4.11) potem sledi
x =M'f,. (4.15)
Determinanta masne matrike:
DetM, =m’sin $ (4.16)

je razli¢na od ni¢ povsod razen pri $=0;z;2x;... To so vse singularni primeri, o katerih smo
govorili ze pri masnih matrikah kotaljenja s in brez podrsavanja. Masna matrika je torej v
splosnem nesingularna. Zato in ker je stolpec fi sestavljen iz zveznih in odvedljivih funkcij,

obstaja enoli¢na resitev sistema (4.11).
4.2 Zakljucek faze leta kroglice po zraku

Let kroglice po zraku se neizbezno konc¢a s trkom ob podlago. Vrednosti osnovnih
spremenljivk v Casu tik pred trkom predstavljajo zacetne vrednosti za nadaljnjo analizo
gibanja kroglice — gibanja med trkom. Ce Zelimo poznati te vrednosti, moramo zaznati
trenutek, ko katerikoli od delcev na povrsini krogle tr¢i ob podlago. Poljuben delec K na

povrsini krogle je dolocen s telesnimi koordinatami (&x, 77k, ¢x), ki se med gibanjem ne
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spreminjajo. V vsakem trenutku leta za vsako trojko (&, 7k,lx) dolo¢imo globalne
koordinate (Xx(¢),Yx(t),Zx(t)) s pomocjo enacb (2.47) in (2.48) ter enacbe (2.49), v kateri
pri komponentah transformacijske matrike R; upostevamo, da med letom velja ¥ =z, ®=0:
r,=r.+p, =X, E, +Y,E, +Z,E,,
r,=X,E, +YE, +Z E_, Py =&ce +1e, +5 e,
X=X, +& (cosy cosGeosp—siny sing) -
— 17, (cosy cos 9sin g +siny cos @)+ £ cosy sin 4, (4.17)
Y, =Y, + & (siny cos Gcos g+ cosy sin ) —
— 17, (siny cos 9sin @ —cosy cos )+ £ siny sin 9,
Z.=2,—-&.sinJcos@+1,sindsing+ ¢, cos I

Dogodek, ko poljubna tocka na povrsini kroglice (Xk, Yk, Zx) sovpade s to¢ko (X3, Ys,Z5) na
ploskvi, to je, ko je izpolnjen pogoj Zx = f( X«, Yx), proglasimo za trk kroglice s podlago, ¢as,
pri katerem se to zgodi, pa ozna¢imo s #;:

r,=X,E, +YV,E, +[(X,.Y,)E, =r,(1,),

(4.18)
Xy =X (1), Y=Y (1)), Zy=Zc(1,)=f(X.Y,).

Za opazovanje gibanja kroglice v nadaljevanju moramo najprej izpeljati enacbe, ki opisujejo

trk kroglice s podlago.

Lego tezisca ob Casu #;, poznamo iz resitev sistema diferencialnih enacb leta:

X, (4)=Xf.  Y(4)=Y'. Z(4)=Zf. (4.19)

V casu trka je kroglica v stiku s ploskvijo, zato za analizo gibanja med trkom potrebujemo
naklonske koeficiente tangentne ravnine v tocki dotikalis¢a ter kota ¥ in ©®, ki ju normala na
ploskev kotaljenja v tocki dotikalis¢a oklepa z lokalno osjo x oziroma z globalno osjo Z.

Doloc¢imo jih s pomocjo enacb (3.22):
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kL_a_Z

oz
1 ky =—
oX

’ 2
X7, oY

Xp.Yp

L kzL L L)? L\? (420
tan ¥ = tan @ = (kl) +(k2) .
1

Gibanje kroglice v casu trka bomo, podobno kot pri kotaljenju, opazovali v izbranem

koordinatnem sistemu. Zato teziS§¢ne hitrosti Vy (#,), Vy(#,), Vz(t.) in kotne hitrosti:

Qx(t), Qy (1), Qz(2,) ob koncu leta zapiSemo v izbranem koordinatnem sistemu (enacba

(2.03) ):

= Vx( Jeos W* cos® —V, (t,)sin " cos®” +V, (¢, )sin®" =
t,)sin W =V, (¢, )cos¥* =v,

L v

n 421
t,)cos P’ cos®" —Q, (¢, )sin W' cos®" +Q, (1, )sin®" =Q, (21

)

v, (tL =V, (t,)cos W' sin®" +V, (,)sin ¥’ sin®" +V, (1, )cos ©" ="
(

t,)sin ¥ —Q, (1, )cos ¥ =Q,

V nabor vrednosti, ki jih moramo poznati, ¢e Zelimo zaceti z analizo gibanja med trkom,

spadajo Se zasuki telesnih osi:

wi)=v"  9(t)=9, o(t)=9" (4.22)
4.3 Trk kroglice s podlago
Dogodku, ko se kroglica pri ¢asu #;, z delcem, najblizjim podlagi, dotakne podlage, pravimo
trk. Lega, teziS¢ne in kotne hitrosti ter zasuki kroglice so nam v tem trenutku povsem znani —
izrazi (4.19)—(4.22).

4.3.1 Predpostavke

Za obdobje trka privzamemo tri standardne predpostavke inZenirske teorije trka:
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(1) Trajanje trka je tako kratko, da smemo vzeti, da se lega kroglice med trkom ne

spremeni. Med trkom se torej ne spremeni lega tezisca kroglice:

X, (t)=X; =konst., Y, (¢)=Y; =konst., Z,(t)=2Z; =konst., (4.23)

ohranita se zasuka ¥ in ©®:

‘P(l) =W¥" = konst., ®(t) =®" = konst., (4.24)

nespremenjeni pa ostanejo tudi Eulerjevi koti:

w(t)=y" =konst,  9(t)=9"=konst.,  ¢(t)=¢" =konst. 4.25)

't oznaluje ¢as med trkom. Ce &as ob koncu trka oznadimo s tr, potem ¢ pripada
intervalu [#., tr], trajanje trka Aty = ¢t - £ pa je tako kratko, da ga lahko zanemarimo:
Atr = 0. Trk je po tej predpostavki hipen dogodek, pri katerem funkcije X7 (¢), Y7 (),
Zr(t), Y(), ©@), w(t), $(t), @(t) ostajajo zvezne, njihovi odvodi — to so ravno
teziS¢ne in kotne hitrosti v, (¢), v,(?), v-(¢), Q.(¢), Q,(t), €2-(¢), pa so ob tem nezvezne
funkcije.

(1) Med trkom so trcne sile tako velike, da lahko vse ostale sile v primerjavi z njimi
zanemarimo.

(i) Kroglica in podlaga se med trkom ne deformirata. Stiskanje (kompresijo) in
razmikanje (restitucijo) teles ob trku prevzame fiktiven deformabilen delec na stiku

obeh teles.
4.3.2 Odvod po ¢asu med trkom

Preden se lotimo izpeljav, moramo podrobneje opredeliti, kaj pomeni odvod po ¢asu med
trkom. Ena od posledic predpostavke (i) je tudi, da med trkom bazni vektorji vseh treh
koordinatnih sistemov ostajajo nespremenjeni. Odvodi baznih vektorjev po ¢asu so med
trkom =zato enaki ni¢. Posebej zapiSimo samo odvode baznih vektorjev izbranega

koordinatnega sistema, v katerem zapisujemo koli¢ine med trkom:

¢ =0, ¢ =0 é =0 (4.26)

Odvod po ¢asu poljubnega vektorja v, zapisanega v izbranem koordinatnem sistemu, je zaradi

(4.26) kar enak relativnemu odvodu v po ¢asu:



70 Cesarek, P. 2008. Vpliv gibajocih se teles na gradbene konstrukcije.
Dipl. nal. — UNL Ljubljana, UL, FGG, Odd. za gradbenistvo, Konstrukcijska smer.

V= vabs = Vxex + vyey + vzez = vrel' (427)

Z namenom, da bi poudarili to lastnost, vpeljemo za odvod po ¢asu med trkom oznako 'D':

D()_d()| _d0)|

Dt df |mea  df

trkom

(4.28)

rel

4.3.3 Impulz normalne komponente trcne sile kot parameter ¢asa

Gibalne enacbe zopet izpeljemo s pomocjo izrekov o gibalni in vrtilni koli¢ini. Zaradi
predpostavke (ii) v obeh nastopajo samo tréne sile. Te se med trkom spreminjajo. Ker pa je
trajanje trka zanemarljivo majhno, tega spreminjanja ne moremo ¢asovno opisati. Zato pri

Studiju trka ne raCunamo s trénimi silami, ampak z njihovimi impulzi.

Impulz poljubne sile F je definiran kot

% =F, dp=Fd. (4.29)

Ce upostevamo oznako (4.28) za odvod po ¢asu med trkom, je impulz sile F definiran z

izrazom

Dp=F Dt (4.30)

Tréno silo Fr lahko tako kot reakcijsko silo podlage (3.01) razdelimo na normalno in

tangentno komponento:

F.=R=Re +Re +Re oziroma

(4.31)
R=T+N=Te, +Ne,=Te, +Re..
Njeni impulzi so:
p=pe. +pe +p.e. oziroma 432)

D=PprtDy=Dprert+pyey=pre+p.e,.

Za komponente tréne — podporne sile potem velja:
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D .
R, =ﬁ, R, = ﬁ, R, =P oziroma
T:ﬁ, N=Rz=ﬂ=i.

Dt Dt Dt

Posebej poglejmo impulz normalne sile. Normalna komponenta tréne sile deluje med trkom

ves ¢as v pozitivni smeri 0si z in je zato pozitivna ali pa kve¢jemu enaka nic:

N=Ne.=Re., N=R >0. (4.34)

V vsakem trenutku trka je pozitiven tudi njen impulz:

py=[ N(r)dz > 0, te(t.t]. (4.35)

L

Ob zacetku trka (¢ = #1) je pxy =0, ob koncu trka (¢ = 1) pa je py = pnr. Enacba (4.35) pove, da

je pn(f) monotono narascajoca funkcija Casa ¢. S tem je zagotovljen obstoj obrata funkcije:
pNzg(t) & t:g’l(pN). (4.36)
Vsako funkcijo Casa, 4(¢), lahko preko gornje enacbe zapiSemo kot funkcijo parametra py:

h(t)=h(g" (py))=f(Py)- (4.37)

To pomeni, da sta py in ¢ enakovredna parametra, kar omogoca, da za opis casovnih dogajanj
izberemo impulz py. Da bo analogija s ¢asom ¢im bolj ocitna tudi v zapisanem, ga odslej
oznacujemo samo s p: p =py. Odlo¢imo se, da v gibalnih ena¢bah nadomestimo cas z

impulzom normalne sile p.
4.3.4 Gibalne enacbe med trkom

Izreka o gibalni in vrtilni koli¢ini zapiSemo z novimi oznakami (4.28) in v skladu s
predpostavko (ii) od vseh sil, ki delujejo na kroglico, upostevamo le podporno silo R. Izreka s

temi oznakami dobita obliko
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D(mv,) _r
Dt ’
(4.38)
D(L,) =M"=r xR.
D¢ 5

Enacbi pomnozimo z D¢ in upoStevamo definicijo impulza sile (4.30). Enacbi dobita
diferencialno obliko
D(mv,)=RDt=Dp,

(4.39)
D(L,)=ry;xRDt=r,xDp.

Pri racunu relativnih diferencialov teziS¢ne hitrosti in vrtilne koli¢ine zopet upostevamo
dejstvo, da se lega izbranega koordinatnega sistem med trkom ne spremeni, zato sta relativna

diferenciala kar enaka absolutnim:

Dv, = D(vxex +tve, + vzez) =Dv e + Dvy e + Dv_ e, (4.40)
DL, =D(AQ.e, +AQ e +AQe )= A(DQ, )e +4(DQ )e, +4(DQ )e..

Izreka zapiSimo Se v skalarni obliki, kjer upoStevamo (4.33) in (4.40):
e Izrek o gibalni koli€ini:
mDv_ =R Dt=Dp,_,
mDv =R Dit=Dp,, (4.41)
mDv_ =R _Dt=Dp._.

e [zrek o vrtilni koli¢ini:
A(DQ,)=aR,Dt=aDp,,

A(DQ,)=-aR Dt=-aDp,, (4.42)
A(DQ,)=0.



Cesarek, P. 2008. Vpliv gibajogih se teles na gradbene konstrukcije. 73
Dipl. nal. — UNL Ljubljana, UL, FGG, Odd. za gradbenistvo, Konstrukcijska smer.

4.3.5 Enacbe trka s podrsavanjem

Ko se kroglica dotakne podlage, ima delec v dotikalis§¢u komponento hitrosti v smeri normale

na ploskev zagotovo razli¢no od ni¢:

vy #0. (4.43)
Obicajno je tedaj tudi komponenta hitrosti dotikali§¢a v tangentni ravnini razli¢na od nic:

vi= (k) +(v) =0, (4.44)

zato navadno kroglica v zacetku trka zdrsne. Med fazo stiskanja (kompresije) se lahko zgodi,
da hitrost v dotikalis¢u doseze vrednost ni¢ (lahko pa tudi ze ob zacetku trka), zaradi Cesar se
kroglica lahko za¢ne kotaliti' brez podrsavanja. Zato najprej izpeljemo enacbe trka s

podrsavanjem in Sele nato brez podrsavanja.

Med podrsavanjem sta normalna in tangencialna tréna sila v dotikaliS¢u povezani s

Coulombovim zakonom trenja

T=uN. (4.45)

Z ur smo oznacili koeficient trenja med trkom, ki je po omembah v literaturi prakticno enak
kot pri obicajnem kotaljenju. Kadar bo kroglica drsela, bomo zanj vzeli dinamicni koeficient
trenja (74), sicer pa staticnega (7). Pri zapisu enacb razlikovanje med obema koeficienta

opustimo in za oba uporabljamo oznako y.

Namesto sil imamo zdaj v enacbah gibanja impulze. Impulza normalne in tangentne tréne sile

izrazimo iz enacb (4.33):

Dp,=TDt, Dp,=NDt=Dp. (4.46)

Enacbi delimo med seboj in dobimo

Dp, T
it Ay 4.47
Dp N Hr (4:47)

' Ker je trajanje trka zanemarljivo majhno, je o kotaljenju med trkom tezko govoriti, izraz je uporabljen zgolj
ilustrativno.
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Ker je koeficient 7 konstanten, enacbo (4.47) lahko integriramo. Dobimo Coulombov zakon

trenja, zapisan z impulzi:

Dr = M D. (4.48)

Impulz pr, tako kot sila trenja 7, lezi v tangentni ravnini na ploskev v tocki dotikali$¢a in je
med trkom usmerjen pod kotom « glede na os x oziroma bazni vektor e,. Podobno kot pri
kotaljenju s podrsavanjem, ozna¢imo kot, ki ga tangencialna komponenta zacetne dotikaliS¢ne

hitrosti vz oklepa z osjo x, z . Zopet velja enacba (3.39):

p=r+a. (4.49)

Vv v

hitrosti vy, v, ter komponenti tréne sile R, in R, nadomestimo z velikostjo dotikaliS¢ne hitrosti
vp, s kotom a in s silo trenja 7. Postopek poznamo iz enacb (3.37), (3.38), (3.40), (3.43) in
(3.44), zato lahko na kratko zapiSemo:

R =Tcosa, Ry =Tsina,
. (4.50)
v, =-vzcosa+all, v, =—vysina—aQ..

Vv v

Drugi dve od enacb (4.50) diferenciramo v relativnem smislu:

Dy, =-cosaDv,+vysinaDa+aDQ ,

. (4.51)
Dv, =-sinaDv, -v,cosaDa—-aDQ,.
Z upostevanjem (4.50) izrek o gibalni koli¢ini med trkom (4.41) zapiSemo kot
mDv_=T cosa Dt,
mDv, =T sinaDt, (4.52)
mDv_= N Dt.
Dv, in Dvj izrazimo s (4.51) ter upoStevamo Coulombov zakon (4.45):
m(—cosaDvB +v,sinaDa +aDQy) = u,. N cosa Dt,
m(—sinaDvy —v,cosa Da—aDQ, )= u,NsinaDt, (4.53)

mDv_ = N Dt.
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Nazadnje upoStevamo Se definicijo impulza normalne sile (4.46) in dobimo kon¢no obliko

izreka o gibalni kolicini pri trku s podrsavanjem:

—cosaDv, +v,sinaDa+aDQ, :&cosaDp,
m
—sina Dv, —v,cosaDa—-aDQ_ =7 sina Dp, (4.54)
m
1
Dv, =—Dp.
m
V enacbah (4.42) upostevamo izraze (4.50):
A(DQ,)=aTsinaDt,
A(DQVV) =-aT cosa Dt, (4.55)

A(DQ,)=0,

nato pa Se Coulombov zakon (4.45) ter definicijo impulza normalne sile (4.46). S tem enacbe

izreka o vrtilni koli€ini pri trku dobijo dokonéno obliko:

DQ = %sin a Dp,

DQ =—%cosaDp, (4.56)

y

DO, =0.

Sistem enacb trka s podrsavanjem

Tri enacbe izreka o gibalni koliini (4.54) ter tri enacbe izreka o vrtilni koli¢ini (4.56)
sestavijo sistem Sestih enacb za Sest neznanih koli¢in, ki jih med trkom s podrsavanjem ne

pozZnamo:

Vs &V, ,Q Q. (4.57)
Pripadajoci zacetni pogoji so vrednosti koli¢in ob koncu leta (4.21):
L=t vi=v, vw=V ovi=, o Qr=0Q) Qr=Q), QI=Q) (4.58)

Zacetni vrednosti za vg in o moramo Se dolociti. Komponenti dotikaliS¢ne hitrosti vz, in vp,

izraCunamo z enacbami (2.61):
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! (4.59)
vgy = va) +aQ)’
Zacetna hitrost v dotikaliS¢u je potem taka:
0 _ (.0} 0 )? (4.60)
vy =+(va ) +(v5,) - :
Zadetni kot o', ki ga sila trenja oklepa z osjo x, dolo&imo s pomo&jo enacb (3.40):
0 VO
cosa’ :_v%x , sing’ = ——. (4.61)
Vg Vg

Enacbe trka s podrsavanjem in pripadajoCe zaletne pogoje Se enkrat pregledno zapiSimo v
oknu 6. Izraze v (4.54) in (4.56) delimo z Dp, tako da so diferencialne enacbe zapisane v

obliki, ki smo jo navajeni, le da imamo namesto odvodov po ¢asu tu odvode po p.

Okno 6: Sistem enacb trka s podrsavanjem in pripadajoci zacetni pogoji.

Osnovne neznanke: v,, a,v,,Q_, Qy, Q.

DQ
[T;)] —cosa VB+vBsina%+a L= cosa
Dp Dp Dp m
. DQ .
[7,] —smaDvB—vBcosa%—a s = 2 Ging
Dp Dp Dp m
Dv, 1
[75:] Do m
J
DQ .
[75.] =% Ging
Dp
DQ
[75s] r = osa
Dp
DO,
o] ="
P

Zacetni pogoji: t=t,, p=p,=0:

0

VB(PO)ZVE, Ol(po)=0£, Vz(po):vg

Qx(po):ng Qy(po):an Q, (p(]):Q(z)
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Analiti¢no reSevanje sistema enacb trka s podrsavanjem

Sistem enacb [Ts;]-[7Ts¢] je preprosto analiti¢no resljiv. Enacbi [7s4] in [7ss] upoStevamo v
enacbah [Ts1], [Tsz] in dobimo:

2

. D
—cosa vB+vBsma—a:&cosa+’uT—acosa,
Dp Dp m A
i (4.62)
. D D . .
—sino —2 —vBcosa—a:&sma—i-—ﬂTa sina.
Dp Dp m A

Najprej prvo enacbo pomnozimo z —cosa, drugo z —sine in ju seStejemo, nato pa prvo enacbo

pomnoZimo s sine, drugo pa z —cos« in ju zopet seStejemo. Enacbi se lepo poenostavita:

Dv, 1
=THr |t

D, A
/4 m (4.63)
Vg Da =0.
Dp
Resitev enacb (4.63) dobimo preprosto z integracijo:
1 a
(1]
Vv =V, — b + I Y
B(P) B Pﬂr(m Aj (4.64)
a(p)=a’ =konst.
Resitev enacbe [Ts3] prav tako dobimo kar z analiticno integracijo:
v (p)=r'+L. (4.65)
m
Tudi enacbe [Ts4]-[Ts6] resSimo z analiti¢no integracijo:
Q. (p)=4] +psina°%,
1a (4.66)

Q (p)=9Q —pcosaOT,
Q. (p)=Q! =konst.

Odvisne koli¢ine sistema ra¢unamo z ena¢bami:
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pT = /’lTp’

p. = prcosa,

p, =p;sing, (4.67)
v, =-vzcosa+aQl,

v, =—Vsina—aQl..

Z resitvami (4.64), (4.65), (4.66) in (4.67) imamo gibanje kroglice pri trku s podrsavanjem

natanc¢no doloceno.
4.3.6  Enacbe trka brez podrsavanja

Med trkom se lahko zgodi, da tangentna hitrost v dotikaliS¢u postane enaka ni¢; vrednost
impulza normalne sile ob tem dogodku ozna¢imo s p=p . Kroglica se tedaj lahko za¢ne gibati

brez podrsavanja. Potem velja:

Vg =V, —aQd =0 —> v =aQ,

(4.68)
Vg, =V, +aQ =0 - v =-aQ.
Hitrost dotikali§¢nega delca v smeri normale pa je med trkom razli¢na od ni¢:
v, =v,_ #0. (4.69)

Kadar ni podrsavanja, so podporne sile neodvisne med seboj. V gibalnih enacbah jih

nadomestimo z njihovimi impulzi, tako kot to povejo izrazi (4.33).

Izrek o gibalni koli¢ini ohrani obliko iz enacb (4.41):

mDv_=Dp_,
mDv, =Dp,, (4.70)
mDv_=Dp.

Tudi izrek o vrtilni koli€ini se ohranja tak, kot je zapisan v (4.42):
A(DQX) =aDp,,
A(DQ,)=-aDp,, 4.71)
A(DQ,)=0.
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Sistem enacb trka brez podrsavanja

Tokrat je vseh neznank sistema osem. To so: komponente teziS¢ne hitrosti vy, v,, V.,
komponente vektorja vrtilne koli¢ine Q,, €,, €. ter impulza tr¢ne sile p, in p,. Na voljo
imamo osem enacb: tri iz izreka o gibalni koli¢ini, tri iz izreka o vrtilni koli¢ini ter dva

kinemati¢na pogoja (4.68), ki ju zapiSemo Se v diferencialni obliki (odvajamo ju po p):

DQ D
Dy, _ a—-=, Yo g DA, . (4.72)
Dp Dp Dp Dp

Pripadajo¢i za&etni pogoji so vrednosti neznank ob koncu podrsavanja — pri p=p"; dolo&imo
jih iz resitev trka s podrsavanjem in z upostevanjem kinematic¢nega pogoja (4.68):
v(p)=a, (p). v (p)=-a(p7). (p).
Q. (r)., () a.(r) (4.73)

()=t cos(ap)). (7)o sinla(p).

Enacbe trka brez podrsavanja in pripadajoce zacetne pogoje Se enkrat pregledno zapiSimo v
oknu 7. Enacbe (4.70) in (4.71) zopet delimo z Dp, tako da so diferencialne enacbe zapisane v

obliki, ki smo jo navajeni, le da imamo namesto odvodov po ¢asu odvode po p.

Okno 7: Sistem enacb trka brez podrsavanja s pripadajocimi zacetnimi pogoji.

Osnovne neznanke: v_, Vs V., Q, Qy, Q,p., D,
Dv. 1 Dp,
[75] D i
p ~m Dp
Dv 1 Dp
[7;, ] D_y=_ y
p m Dp
Dv, 1
[TB3] D -
p  m

se nadaljuje ...
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Analiti¢no reSevanje sistema enacb trka brez podrsavanja

Sistem enacb [Tg1]-[Tps] je preprosto analiti¢no resljiv. Iz enacb [7Tg] in [Ts;] izrazimo Dp,

... nadaljevanje
7] -
7] po=-at
7] Ao
1) 4=
7] H==0

Zacetni pogojipri p=p":
vp)=a (p7), v (p7)=—a(p),

Q). o). «(r)

p(p')=mp cosa(p’),  p,(p")=mp sina(p’)

in Dp,:

Dp =mDv,_,
Dp, =mDv,.

V gornji enacbi vstavimo izraza za Dv, in Dv, iz enacb [Tg4] in [Tss]:

Dp, =maDQ ,
Dp, =-maDQ,.

Dobljene izraze upostevamo v enacbah [7p¢] in [Ts7]:
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A X —_— D X ,
P P (4.76)
DQ DQ
A—2>=—ma <,
Dp Dp
Enacbi uredimo
(A + maz)DQx =0,
Dp
4.77)
,\ DQ,
(A + ma ) =0.
Dp
Resitvi sta:
Q (p)=Q,(p")=konst.,
(P)=9.(r') (4.78)
Q, (p)= Q, (p*) = konst.
Iz enacbe [Ts] z integracijo dobimo Se kotno hitrost €2, :
Q.(p)=0Q. (p*) = konst. (4.79)

Resitve (4.78) sedaj vstavimo v [7ss] in [7ps] in izraCunamo komponenti v, in v, teZiS¢ne

hitrosti:

v.(p)=v, (p*) = konst.,

(4.80)
v,(p)=v, (p*) = konst.
Komponento v, dobimo iz enacbe [733]:
v.(p)=v.(p")+ =L 4.81)

Ce v gornji enadbi upostevamo reditev za v.(p’), ki jo dobimo iz enadbe (4.65) za trk s

podrsavanjem, je resitev za v,

pP—p o, P , PP o, P (4.82)

Primerjava resitev (4.65) in (4.82) pove, da teziS¢no hitrost v smeri z med trkom racunamo
enako v primeru trka s podrsavanjem in trka brez podrsavanja. Ko poznamo teziscne hitrosti,

lahko iz enacb [73] in [7&2] dolo¢imo Se impulza py in p,:
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— o (p*) = konst.,
p.(p)=p,(p")=konst ws)

p, (p) =p, (p*) = konst.

Z reSitvami (4.78), (4.79), (4.80), (4.82) in (4.83) je gibanje kroglice med trkom brez

podrsavanja natanko doloceno.
4.3.7 Analiza gibanja med trkom

Trk s ali brez podrsavanja

V zacetku trka kroglica podrsava. Ob zacetku kotaljenja brez podrsavanja mora biti izpolnjen
osnovni pogoj vz = 0. To se zgodi pri vrednosti impulza normalne sile p =p”, ki ga dolo¢imo
iz znanih reSitev za trk s podrsavanjem. V enacbah spet lo¢imo med stati¢nim in dinami¢nim

koeficientom trenja. 1z (4.64) dobimo:

. . 1 d°
vB(p ):vg—p ﬂm(;+7J:0. (4.84)
Iz te enacbe sledi p*
2\7! 0
p*:v3[1+aj zgmvB. (4.85)
Mg\ A T M

Pri p=p" bo tangentna hitrost dotikalii¢a postala enaka ni&: vz = 0. S tem je izpolnjen osnovni
pogoj za kotaljenje brez podrsavanja; o tem ali bo prip = p* do kotljenja brez podrsavanja res

prislo, pa odlo¢a dodatni pogoj za kotaljenje brez podrsavanja:

% < My, oziroma M < u

N(p pe(p) 7

pw in pr moramo izracunati z enacbami, ki veljajo za trk brez podrsavanja:

\/px )+ (p"); pu(p')=p" (4.87)

(4.86)
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px 1n p, sta pri kotaljenju brez podrsavanja kar enaka vrednostim ob koncu podrsavanja —

resitev (4.83):

p(p')=pr(p")cosa(p").

. (4.88)
p.(p)=pr (P )sina(p’)
V gornjih enacbah uposStevamo enacbo (4.66) ter prvo od resitev (4.67):
* * 0
PP )=y p cosa’,
()t o
p,(p") =ty p"sine’.
Impulz tangentne sile je potem
* * 2 * . 2 *
pr(p)= \/(ﬂmp cosa’) +(pyp"sina’) = g, p’. (4.90)
Dodatni pogoj za trk brez podrsavanja je
pr\p '
T( ) ::Urdf’ =, < . (4.91)

pe(p) P

Pogoj (4.91) je vedno izpolnjen. Iz literature namre¢ vemo, da je dinamicni koeficient trenja

vedno manjsi ali pa kvec¢jemu enak staticnemu: sy < .

Dokazali smo, da kroglica med trkom neha podrsavati natanko takrat, ko tangentna
komponenta hitrosti v dotikaliS¢u doseze vrednost ni¢: vz=0. To se zgodi ob vrednosti

impulza normale sile p = p*, ki je podan z enacbo (4.85).

Sedaj ko poznamo pogoje za zacetek kotaljenja brez podrsavanja, se lahko vprasamo, ali med
trkom lahko pride do izmeni¢nega gibanja s podrsavanjem — brez podrsavanja — s
podrsavanjem... Do ponovnega zdrsa lahko pride, ¢e med trkom brez podrsavanja razmerje
tangentne in normalne tréne sile oziroma njunih impulzov doseze vrednost statiCnega

koeficienta trenja:

. T . Pr
p>p: N M, oziroma p_ =p, —> zdrs. (4.92)
N

pw in prsta med trkom brez podrsavanja dolo¢ena z enacbama
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p)=\ri (p)+pi(p). pyv(p)=p. (4.93)

Upostevamo, da sta p, in p, pri kotaljenju brez podrsavanja kar enaka vrednostim ob koncu

podrsavanja — reSitev (4.83), nato pa uporabimo Se enacbo (4.89):

p.(p>p")=p.(P")=ttryp cosa’,

. . o (4.94)
py(p>p)=py(p)=lll7"dp smmo .
Izraze v (4.93) in (4.94) vstavimo v pogoj (4.92):
* 0 2 * . 0 2
P (,qup cosa ) +(,qup sina ) iy (4.95)
Py p P
Ker je med trkom brez podrsavanja p > p’, velja:
/qup < /qu = & — lqup < ,UTS, (496)
p Py p

saj vemo, da je dinami¢ni koeficient trenja vedno manjsi ali pa kve¢jemu enak staticnemu:

Hd < Us.

S tem smo dokazali, da je med trkom brez podrsavanja vedno izpolnjen pogoj

Dr . T
<l oziroma N < My, (4.97)

Pn

kar pomeni, da kroglica med trkom ne more preiti iz faze kotaljenja brez podrsavanja v
kotaljenje s podrsavanjem. Edini mozen prehod je tako prehod iz trka s v trk brez

podrsavanja.

Kompresijska in restitucijska faza trka

vvvvv

je hitrost dotikalisa v smeri pravokotno na dotikalis¢no ploskev — vg,, saj smo ravno

dotikalis¢ni tocki predpisali nami$ljen deformabilen delec, ki zajame deformacijo toge

vvvvv

faza trka. V trenutku, ko hitrost prlbhzevanja postane enaka ni¢, se telesi ne priblizujeta vec¢ in
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kompresijske faze je konec. Cas, ko se to zgodi, oznaimo s #, vrednost impulza normalne

sile pa s px. Pogoj za konec kompresijske faze je torej

Vs, (pk) =0. (4.98)

%

A%

racun tezi$¢ne hitrosti pa je enak pri trku s podrsavanjem in brez podrsavanja — enacbi (4.65)
in (4.82). Pogoj (4.98) potem zapisemo kot

sz(pk)zvz(pk)zvwa%:O. (4.99)

Vrednost impulza py, pri katerem se konca kompresijska faza trka, je potem

b =—m. (4.100)

S koncem kompresijske faze se konCa priblizevanje teles. V nadaljevanju trka se telesi
zaCneta razmikati, pri tem pa se vracata v prvotno nedeformirano obliko. Obdobju razmikanja
in povrnitve prvotne oblike pravimo restitucijska faza trka. Ko kroglica in podlaga dokon¢no
zgubita stik, se restitucijska faza konca, s tem pa je koncan tudi trk. Kroglica se odlepi in

poleti.

Predpostavimo, da je dolZina restitucijske faze trka, merjena z impulzom normalne sile p,,
odvisna samo od geometrijskih in materialnih parametrov teles. S trajanjem kompresijske faze

je povezana prek koeficienta trka e, tako da velja

P, =ep, 0<Le<l. (4.101)

Koeficient trka je v tem modelu kar razmerje med povrnjeno in vlozeno deformacijsko
energijo med trkom. Dolo¢imo ga s preprostim preizkusom, pri katerem kroglico spustimo iz
znane viSine, da prosto pade na vodoravno podlago, nato pa izmerimo viSino po odboju —

razmerje obeh visin je ravno koeficient trka.

Ob koncu kompresijske faze imamo bodisi trk s podrsavanjem bodisi brez podrsavanja. Z isto
vrsto gibanja nadaljujemo analizo v restitucijski fazi trka. O vrsti gibanja v fazi restitucije bo

torej odlodala primerjava vrednosti p; in p". Ce je p” < p, do konca podrsavanja pride e pred
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koncem kompresijske faze, kroglica se zacne kotaliti brez podrsavanja in tako gibanje ohrani
tudi v restitucijski fazi trka. Ce pa je p >pi, kroglica podrsuje v celotnem trajanju

kompresijske faze, zato podrsuje tudi v restitucijski fazi.

Trajanje celotnega trka je vsota trajanj obeh faz. Vrednost impulza normalne sile ob koncu

trka ozna¢imo s p4, izraunamo pa ga kot
P =D+ 0, =D (1+e). (4.102)
Celoten trk se torej razteza na intervalu

rel0,p,.] (4.103)

Stanje ob koncu trka

Koncu trka sledi odlepitev kroglice in njen polet po zraku. Vrednosti spremenljivk, ki so med

predstavljajo zacCetne pogoje za let kroglice:

P=Py> =1 =10

X)=X;, Y=Y, Z)=Z],

vw=vi(pw) = (Pe)s W =P (4.104)

v =y, =9 ¢'=¢,

Qg:Qx(ptrk)7 Qg:Qy(ptrk)’ Q(z):Qz(ptrk)'
TeziS¢ne in kotne hitrosti moramo zapisati v globalnem koordinatnem sistemu, v katerem
opazujemo vrednosti koli¢in med letom. Za ta namen uporabimo transformacijo (2.05), v
kateri upostevamo ¥’ =¥ in 0°= @":

Vi =-v,cos¥’ cos®" +v)

0
X
Vy ==v,sin ¥’ cos®° —v! cos V" +v. sin ¥’ sin ©°,

sin ¥’ +v cos ¥’ sin®°,

V) =v'sin®" +v. cos ®°,

QY =—Q) cos ¥’ cos @’ + Q) sin ¥* + Q] cos ¥’ sin O,
Q) =-Qsin ¥’ cos 0" - Q) cos ¥’ + Q. sin ¥’ sin©°,
Q) =Q%sin@° +Q cos ©°.

(4.105)
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4.4 Izmenjavanje faz leta in trka

Let kroglice se konca s trkom ob podlago, po trku pa kroglica ponavadi znova poleti, nekaj
Casa leti in nato spet tr¢i ob podlago. Ta proces — letenje, trk in ponovni vzlet — se odvija,
dokler s trki ni porabljena vsa energija kroglice. V primeru popolnoma elasti¢nega trka (e = 1)
se to nikdar ne zgodi, saj je po trku kroglici povrnjena vsa energija, pri plasticnem trku (e = 0)

pa se to lahko zgodi ze ob prvem trku.

Najbolj pa nas zanimajo vmesne razli¢ice (0< e < /), ko kroglica nekajkrat tr¢i ob podlago in
vzleti, ob zadnjem trku pa se od podlage ne odlepi in se za¢ne po njej kotaliti. Pogoj za

odlepitev kroglice od podlage poznamo Ze iz analize kotaljenja:

vy, >0. (4.106)

Vedno ko bo po trku (pri p=pu«) hitrost dotikalis§¢a v smeri normale ve¢ja od ni¢, se bo
kroglica locila od podlage in poletela. Tisti trk, pri katerem pa je hitrost dotikaliS¢a v smeri
normale ob koncu trka enaka ni¢, pa bo zadnji, saj se bo od tega trenutka dalje kroglica

kotalila po podlagi:

Vo (P )=Vv.(Ps)=0 —  kotaljenje po podlagi. (4.107)

Analiti¢no reSitev za racun v, poznamo — enacba (4.82), zato lahko pogoj (4.107) zapiSemo
bolj natan¢no:

v (P )=+ Lo, (4.108)
m

V gornji enacbi najprej upostevamo (4.102), nato pa Se (4.100):

0
vz(ptrk)=VS+M=vf—M=—ev§. (4.109)
m m

Normalna komponenta hitrosti tezis¢a v, po koncu trka je torej kar premosorazmerna s svojo
vrednostjo ob zacetku trka. Zgornja trditev enacbe (4.109) je posledica preproste definicije
koeficienta trka in predpostavk (i), (ii) in (iii). Po seriji trkov se teziS¢na hitrost v, priblizuje
vrednosti ni¢, v sploSnem pa je zaradi (4.109) vsaj malo razlicna od ni¢. Zato ob

predpostavkah, s katerimi opisujemo trk, pogoju (4.107) ob nobenem trku ni zadoS¢eno, kar
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bi pomenilo, da se izmenjavanje faz leta in trka ne konca. 1z izkuSenj vemo, da temu ni tako,
zato za ustavitveni pogoj, ki ga potrebujemo pri programiranju, predpostavimo, da se kroglica
od podlage po trku ne odlepi, ¢e je hitrost v.(p,x) ob koncu trka dovolj majhna. Pri tem
nastopi vprasanje, kolik§na naj bo ta vrednost, da bo z njo pokrit ¢im Sirsi spekter realnih
primerov. Majhne vrednosti v,(p,+) pomenijo tudi kratko trajanje naslednje faze leta; ta je
lahko tako kratka, da jo, podobno kot trajanje trka, zanemarimo. Kriterij za velikost v.(p,+) ob
zadnjem trku zato ni nujno preve¢ strog — v programu izberemo vrednost 10™*. Ustreznost te

izbire kasneje potrdimo tudi na primerih.

A%

kotaljenje kroglice po podlagi. O vrsti kotaljenja odlogajo razmere med trkom. Ce se kroglica
med trkom ves Cas giblje s podrsavanjem, bo podrsavala tudi na zacetku kotaljenja. Zacetne

vrednosti za kotaljenje s podrsavanjem
XY, 22,9, 0% vy, o’ v, 8,0, QY Qg, Q! (4.110)
so vrednosti koli¢in

XT (ptrk)’ YT(ptrk)’ ZT (ptrk)’ \P(ptrk)’ ®(ptrk)’
Vg (ptrk )’ a(ptrk)’ Vv, (ptrk)’ l//(ptrk)’ lg(ptrk)’ (”(ptrk )’ (4.111)
Qx (ptrk)’ Qy (ptrk)’ Qz (ptrk)

ob koncu trka.

Ce pa kroglica med trkom preneha podrsavati, pa ni povsem oéitno, da se bo zacela kotaliti
brez podrsavanja. Pogoji za kotaljenje brez podrsavanja so med trkom izpolnjeni samo za
prevladujoce tréne sile, ob zacetku kotaljenja pa morajo biti izpolnjeni za vse sile, ki jih
upostevamo pri kotaljenju. Ugotavljanje vrste kotaljenja poteka podobno kot pri kontroli
prehoda iz kotaljenja s v kotaljenje brez podrsavanja. Z enacbami (3.72), ki veljajo za

kotaljenje brez podrsavanja, izraCunamo velikost reakcij ob zacetku kotaljenja po enacbah
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o : ,
R} =mv, —¥mv, cos®—0Omv, +mgsin®+ . 27za’ (v, —w,),

X

R =mv, +Wm(v,cos®—v,_sin®)+ u 27a’ (vy — wy),

. . . 4.112
R =mv_+¥mv, sin®+Omv, +mgcos@+ . 2za’ (v, —w,), ( )

T=\(R) +(R), N,=R".

Vv v

z reSitvijo sistema (3.27), ki velja za kotaljenje brez podrsavanja. Za neodvajane koli¢ine pa

upostevamo vrednosti, ki jih poznamo ob koncu trka.

Ce za razmerje sil T, in Ny, velja

L (4.113)
N, <A :

se bo kroglica v nadaljevanju gibanja kotalila brez podrsavanja. Gibanje od tu naprej vodijo

enacbe v oknu 1. Vrednosti koli¢in

XT(ptrk)’ YT(ptrk)’ ZT(ptrk)’ \P(ptrk)’ ®(ptrk)’ vx(ptrk)’ Vy(ptrk)’

v (pa)s ¥ (o) 8(0)s 0(p) 2 (p) (0 upa)
ob koncu trka so zacetne vrednosti kotaljenja brez podrsavanja, ki jih podaja okno 2:

X0, Y, Z,9°,0% v, vi vl 8, 9", Q0 Q0 Q. (4.115)
Ce pa za razmerje sil Ty in N, velja

L (4.116)

Nb

je razmerje sil ob koncu trka tako, da se bo nadaljevalo kotaljenje s podrsavanjem — enacbe so

podane v oknu 3. Vrednosti koli¢in

XT(ptrk)’ YT(ptrk)’ ZT(ptrk)’ \P(ptrk)’ ®(ptrk)’ vB(ptrk)’ a(ptrk)

" (4.117)
V(P )s w(Pw) 9(Pw)s 2(Pw) Q(Pw)s Q(Pw)s Q(Pw)

ob koncu trka pa so zacetne vrednosti kotaljenja s podrsavanjem, ki jih podaja okno 4:

X0, 20,90, 0°,vh, & v, 9, ", 0, Q0 Q. (4.118)

74T
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5 RESEVANJE ENACB S PROGRAMOM MATLAB

Gibanje kroglice smo opisali s tremi sistemi enacb. ReSitve enacb trka kroglice s podlago
poznamo v analiti¢ni obliki, enacbe kotaljenja brez podrsavanja, kotaljenja s podrsavanjem in
leta kroglice pa bomo reSevali numeri¢no z metodami druzine Runge-Kutta, vgrajenimi v
programski paket Matlab. Metode so prirejene za reSevanje zaCetnih problemov za sisteme

diferencialnih enacb 1. reda, kar smo ze upostevali pri izpeljavi in zapisu sistemov enacb.

V Matlabu sestavimo program, ki bo reSeval enacbe gibanja in rezultate prikazal v animirani
obliki. Za vsako od faz gibanja najprej sestavimo opisno datoteko, v kateri natancno
definiramo enacbe gibanja:
e datoteko, v kateri so zapisane diferencialne enacbe, zacetni in ustavitveni pogoji
kotaljenja brez podrsavanja, poimenujemo kotaljenje ode b.m;
e datoteko, v kateri so zapisane diferencialne enacbe, zacetni in ustavitveni pogoji
kotaljenja s podrsavanjem, poimenujemo kotaljenje ode s.m;
e datoteko, v kateri so zapisane diferencialne enacbe, zacetni in ustavitveni pogoji leta
kroglice, poimenujemo let ode.m;
o datoteko, v kateri so zapisane analiticne reSitve za obdobje trka, poimenujemo
trk.m.
V datoteki gibanje kroglice.m nato zdruZimo vse faze gibanja in nariSemo grafe ter

film gibanja kroglice.

Pri kotaljenju in podrsavanju nas posebej zanimajo razmere v dotikaliscu, saj so prav te
pomembne pri zaznavanju prehodov med posameznimi vrstami gibanj. Za raCun reakcij in
koeficienta trenja pri kotaljenju brez in s podrsavanjem v posebnih datotekah zapiSemo Se

funkciji trenje brez podrsavanja.mintrenje s podrsavanjem.m.

Relief (ploskev), po katerem se kroglica kotali ali vanj tr¢i, podajamo v datoteki

ploskev _kotaljenja.m kot funkcijo spremenljivk X in Y (2.15) ali s pomocjo
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toCkovnih vrednosti, med katerimi napeljemo interpolacijske funkcije (2.1.3.1). Tu so

definirani tudi odvodi funkcije po spremenljivkah X'in Y.

Koordinate tezis¢a X7, Yr, Zr ter kota ¥ in ® so na zacetku kotaljenja ali ob trku odvisne od
lege dotikalis¢ne toCke na ploskvi. Racun teh vrednosti ((3.21), (3.22)) zapiSemo v datoteko

zacetne vrednosti kotaljenja.m.

5.1 Opisna datoteka za problem gibanja kroglice

Osnovna shema naloge, ki opisuje reSevanje sistema diferencialnih enacb, je podobna za vse
tri vrste gibanja, zato jo zapiSemo samo enkrat. Posebnosti, ki pripadajo posamezni vrsti
gibanja, s poudarkom na zaznavanju dogodkov pa opiSemo posebej. V enacbah nastopajo
Stevilne konstante in parametri (podatki o kroglici, trenjskih lastnostih podlage, podatki o
vetru in zraénem uporu), ki jih vklju¢imo v osnovno shemo in so enaki za vse vrste gibanja.
Definicijo celotnega zaCetnega problema v eni datoteki omogoca uporaba parametra £1ag, ki
metodi za reSevanje diferencialnih enacb pomaga razumeti opisno datoteko. Glede na razlicne
vrednosti parametra se znotraj opisne datoteke izvedejo razli¢ne funkcije iz jedra opisne
datoteke. Funkcije v jedru vracajo razlicno Stevilo rezultatov — take funkcije lahko vklju¢imo

v skupno shemo s funkcijo varargout.

5.1.1  SploSna shema opisne datoteke za reSevanje sistema diferencialnih enacb

function varargout = naloga(t,x,flag,data,c,T,z,W)
% naloga:

% kotaljenje brez podrsavanja: kotaljenje ode b;

% kotaljenje s podrsavanjem: kotaljenje ode_s;

[

$ letkroglice: 1et ode;

o°

data je stolpec podatkov o kroglici:
% data (1)=m je masa kroglice;
% data (2)=a je polmer kroglice;
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[

$ data (3)=g je teznostni pospesek;

o°

c so zacetni pogoji, razli¢ni za posamezno fazo gibanja

o0

T so podatki o obmocju reSevanja:

o)

% T (1) je Casovni korak;

Q

% T (2) dolzina ¢asovnega intervala reSevanja [0, T (2) ];

o°

z so podatki o zraénem uporu, podrsavanju in trku:

$ z (1)=u je koeficient zraénega upora;

% z (2) =y je stati¢ni koeficient trenja;

$ z (3)=uy je dinami¢ni koeficient trenja;
)

o°

z (4)=e je koeficient trka;

o°

W je stolpec hitrost vetra glede na globalni koordinatni sistem:

o)

% W (1)= Wy je komponenta hitrosti vetra v smeri globalne osi X;

o)

% W (2)=Wy je komponenta hitrosti vetra v smeri globalne osi Y;

o)

% W (3)=W; je komponenta hitrosti vetra v smeri globalne osi Z;

o°

del, ki doloca sistem diferencialnih enacb, poskrbi pa tudi za nastavitev zacetnih
pogojev in lastnosti metode, nastavitev vrednosti parametrov in kontrolo posebnih
dogodkov:
switch flag
case '' % desna stran diferencialnih enacb
varargout{l} = f(t,x,data,z,W);
case 'init' $% zaCetni pogoji, obmocje resevanja, lastnosti numeri¢ne metode
[varargout{1l:3}] = init (data,T);
case 'mass' $% masna matrika
varargout{l} = masa(t,x,data);
case 'events' % kontrola posebnih dogodkov
[varargout{1:3}] = dogodki (t,x,data,z,W);
otherwise
error ([ 'Neznan parameter'''flag'''.']);
end

% desne strani sistema navadnih diferencialnih enacb:

function dxdt = f£(t,x,data,z,W)

dxdt = [»vektor desnih strani navadnih diferencialnih enacb«] ;
% kotaljenje brez podrsavanja: dxdt =f;, (3.25);
% kotaljenje s podrsavanjem: dxdt =f; (3.61);
% let kroglice: dxdt = fj (4.13);
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[®)

% nastavitev osnovnih parametrov naloge in lastnosti metode:

function [interval,x0,lastnosti] = init (data,T)
interval = (0:T(1):T(2));

x0 = c;

lastnosti = odeset ('RelTol',le-10, 'Events','on', ...\n

'Mass', '"M(t,y)', '"MassSingular', 'Maybe') ;

[

$ uposStevanje masne matrike:

function M = masa(t,x,data)

M = [»masna matrika«] ;

% kotaljenje brez podrsavanja: M = M, (3.26);
% kotaljenje s podrsavanjem: M = M (3.62);
% let kroglice: M= M (4.14);

% kontrola posebnih stanj, v katerih ustavimo integracijo:
function [vrednost,ustavitev, smer]=dogodki (t,x,data,z,W);

vrednost = [»vektor vrednosti«] ;
ustavitev = [»vektor logi¢nih vrednosti (1-ustavi, O-nadaljuj)«] ;
smer = [»s katere smeri gredo komponente vektorja 'vrednost' proti O«] ;

5.1.1.1 Zaznavanje dogodkov

Med resevanjem enacb za posamezno vrsto gibanja kontroliramo pogoje za zakljucek te faze
in zacetek nove. Preverjanje pogojev v vsakem koraku reSevanja izvajamo s pomocjo
vgrajene funkcije events. V nastavitvah lastnosti numeri¢ne metode — funkcija odeset —
parameter events nastavimo na vrednost 'on', s ¢imer metodi omogoc¢imo, da lahko poisce
¢as dogodka in takratne vrednosti posameznih spremenljivk. Dogodke, ki bi jih radi zaznali,
opiSemo s posebno funkcijo dogodki. Osnovna shema funkcije in vhodni podatki, ki jih
prejema, so prikazani ze v shemi 5.1.1. Funkcija dogodki mora vrniti tri vektorje enakih

velikosti:
e vrednost so matemati¢ni pogoji, ki jih opazujemo — dogodke, ki jih zelimo
zaznati, moramo opisati v obliki funkcij neznank naloge, tako da dogodek v

splosnem ni izpolnjen;
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e ustavitev je vektor logicnih vrednosti 1 ali 0, s katerimi dosezemo ustavitev
ra¢una ob zaznanem dogodku — vrednost 1, ¢e pa zelimo dogodek samo zaznati, ob
tem pa ne ustaviti racuna, nastavimo komponento vektorja ustavitev na 0;

e smer je vektor logi¢nih vrednosti —1, 0 in 1, s katerimi podrobneje opredelimo,
kakSen dogodek zaznavamo. Komponenta vektorja smer dobi vrednost —1, ko
istolezna komponenta v vektorju vrednost spremeni predznak iz pozitivnega v
negativnega, vrednost 1, ko istolezna komponenta v vektorju vrednost spremeni
predznak iz negativnega v pozitivnega, ko pa je vseeno, v kateri smeri istolezna

komponenta spremeni predznak, ji pripiSemo vrednost 0.

V poglavjih 3.3, 3.4, 4.2 in 4.4 smo Ze zapisali dogodke, ki jih zaznavamo v posameznih

fazah gibanja.

V fazi kotaljenja brez podrsavanja zaznavamo dva dogodka: prehod v kotaljenje s
podrsavanjem in odlepitev kroglice od podlage. Do zacetka podrsavanja pride, ko razmerje
med tangencialno in normalno reakcijsko silo (7/N=v) preseze vrednost statinega
koeficienta trenja (1= z (2) ). Ustrezna komponenta vektorja vrednost, ki bo ob prehodu

v podrsavanje spremenila predznak, je zato z (2)—v. Odlepitev kroglice od podlage pa
nastopi, ko normalna komponenta reakcijske sile (N=R,) postane negativna. Druga
komponenta vektorja vrednost je tako kar enaka R.. Komponenti vektorja ustavitev sta
enaki 1, saj moramo reSevanje enacb kotaljenja brez podrsavanja v obeh primerih ustavitve
koncati. Obe komponenti vektorja smer pa sta enaki —1, saj se ni¢li v obeh primerih
priblizujemo s pozitivne strani. Funkcija ustavitev pri kotaljenju brez podrsavanja ima na

primer tako obliko:

% racun reakcij in razmerja v za kotaljenje brez podrsavanja:

[WRR,R.]=trenje brez podrsavanja(x,data,z,W);

vrednost = [z (2)-V;R.];
ustavitev = [1;1];
smer = [-1;-17;
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Pri kotaljenju s podrsavanjem moramo reSevanje ustaviti, ko hitrost v dotikalis¢u doseze
vrednost ni¢ — moznost prehoda v kotaljenje brez podrsavanja in ko reakcija R. postane
negativna — kroglica se odlepi od podlage. Komponenti vektorja vrednost sta zato v in R..
Ko hitrost v dotikaliS¢u doseze vrednost ni¢, moramo preveriti dodatni pogoj za kotaljenje
brez podrsavanja. Ce je pogoj izpolnjen, moramo re$evanje enacb kotaljenja s podrsavanjem
prekiniti — dotikaliS¢ni hitrosti istolezna komponenta v vektorju ustavitev dobi vrednost
1. Ce pogoj ni izpolnjen, nadaljujemo z radunom kotaljenja s podrsavanjem — komponenta v
vektorju ustavitev dobi vrednost 0. Tudi v primeru odlepitve moramo prekiniti reSevanje
enacb kotaljenja s podrsavanjem — druga komponenta vektorja ustavitev je enaka 1.
Hitrost dotikalis¢a se vrednosti ni¢ lahko priblizuje s pozitivne in negativne smeri, reakcija R,
pa s pozitivne. Ustrezne vrednosti vektorja smer sta tako enaki 0 in —1. Shema funkcije

dogodki pri kotaljenju s podrsavanjem je torej:

% racun reakcij pri kotaljenju s podrsavanjem:
R.= trenje s podrsavanjem(x,data,z,W);

vrednost = [vgR.];
ustavitev = [1;1];

if abs(vp) <107
% racun reakcij za kotaljenje brez podrsavanja:
[V.,R,R,R.]=trenje brez podrsavanja (x,data,z,W);
ifv<z(2)
ustavitev = [0;1];
end
end

smer = [0; -1];

V fazi leta iS¢emo trenutek, ko se kroglica dotakne podlage — dogodek smo podrobneje opisali
v poglavju 4.2. IsSCemo trenutek, ko je za enega od delcev kroglice s koordinatami (Xk, Yk, Zx)
razdalja d = Zx — f(Xk, Yx) enaka ni¢. Edina komponenta vektorja vrednost je zato razdalja
d. Ustrezna vrednost vektorja ustavitev je enaka 1, vektorja smer pa —1. Shema funkcije

dogodki pri letu kroglice je taka:
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% kroglico dolo¢imo z Matlabovo vgrajeno funkcijo sphere, sphere(100)
aproksimira kroglo s 101 tocko:

[k, Mk, ¢k]1= sphere (100) ;

z enacbami (4.17) dolo¢imo globalne koordinate tock kroglice (X, Yx,Zk);
za vsak par Xk, Yx dolo¢imo tocko na ploskvi Zp = f(Xx, Yx):
= Zk—Zp;

o o°

o,

vrednost = d;

ustavitev = 1;
smer = -1;
5.2 Uporaba numeri¢nih metod na opisnih datotekah

S tako pripravljenimi opisnimi datotekami pois¢emo resitve enacb za posamezno fazo gibanja
z ukazom oblike:
[t, X] =metoda('naloga', [],[],![],data,x0,T,z,W).

'metoda’ je ena od vgrajenih metod za reSevanje diferencialnih enacb. Za reSevanje enacb
kotaljenja brez in s podrsavanjem uporabimo metodo ode23t, ki je sposobna reSevati
sisteme zmerno togih enacb in nima tezav z singularnostjo masne matrike pri prehodu iz
kotaljenja brez v kotaljenje s podrsavanjem. Za reSevanje sistema enacb leta uporabimo
metodo ode45. Niz 'naloga'je ime opisne datoteke, v kateri smo definirali sistem enacb za
posamezno fazo gibanja: kotaljenje ode b, kotaljenje ode s ali let ode, na
koncu pa podamo Se parametre, ki jih potrebuje opisna datoteka: data, x0, T, z, W. Metoda
vrne dva rezultata:

e ¢ je stolpec Casov, v katerih je metoda izraCunala numeri¢ne resitve sistema enacb;

e X je matrika numeri¢nih reSitev. V posameznem stolpcu matrike so zapisane

vrednosti za eno od spremenljivk sistema pri ustreznih casih ¢.

Resitve za fazo trka dobimo s klicem funkcije (datoteke) trk, v kateri so zapisane analiti¢ne
resitve:

(Vaarkr Voarkr Veirkr Qotrkr ks Qe vk VBtrk s Gk, P 1 Phy Pk =tTk (data, c, z) ;
Funkcija za vhodne podatke prejme podatke o kroglici — data, vrednosti spremenljivk: vy, v,

v, Q. Q,, Q. ob koncu leta, zapisane v vektorju c, ter podatke o koeficientih trenja in trka —
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z. Izhodne vrednosti so vrednosti spremenljivk ob koncu trka ter vrednosti impulzov

normalne sile med trkom.

Zdruzeno reSevenje sistemov enacb kotaljenja brez in s podrsavanjem ter leta po zraku, ki jim
dodamo Se analiticne reSitve za fazo trka, zapiSemo v datoteko gibanje kroglice.m.
Dobljene rezultate zelimo tudi ustrezno prikazati. To storimo v obliki grafov, ki kazejo

spreminjanje posameznih neznank s casom in s 3D animacijo gibanja.

5.2.1 Funkcija gibanje kroglice

gibanje kroglice(c,data,z,W,T,azim) je funkcija, ki nariSe grafe koli¢in in

prikaze film gibanja kroglice v odvisnosti od osnovnih parametrov:

o\

c — zacetni podatki o gibanju kroglice,

0\©

data — podatki o kroglici in teznostnem pospesku,

o\

z — koeficienti zra¢nega upora, trenja in trka,

0\©

W — podatki o vetru,
% T — Casovni korak in interval racuna,
% azim— zorni kot opazovalca.
Pomen komponent vektorjev data, z, Win T smo Ze spoznali v shemi opisne datoteke.
Komponenti vektorja azim sta:
$ azim (1) je odklonski kot opazovalca od osi —Y v ravnini XY (v stopinjah),
% azim(2) paje naklonski kot opazovalca glede na ravnino XY (v stopinjah).
c je vektor zacetnih pogojev, v katerem Ze upoStevamo vezne enacbe:

% Ce zelimo zaceti z analizo gibanje kroglice v fazi leta, v vektor ¢ podamo 9

neodvisnih zacetnih pogojev:

o\°

c(l) ZXTO — zaCetna X koordinata teZiSca,

c (2)=Y; — zaletna Y koordinata tezisca,

o\

o\°

c (3) =27 — zaletna Z koordinata tezisca,

% ¢ (4)="Vy - zaletna hitrost v smeri globalne osi X,

o\°

c (5) =y’ — zadetna hitrost v smeri globalne osi ¥,

c (6) =V, — zadetna hitrost v smeri globalne osi Z,

o\°
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0\©

c (7)=Qy" — zaGetna kotna hitrost okrog globalne osi X,

c (8) =0y’ — zagetna kotna hitrost okrog globalne osi ¥,

0\

% c(9)= QZO — zacetna kotna hitrost okrog globalne osi Z,
% Ce pa zelimo zaceti z analizo kotaljenja, v vektor ¢ podamo 7 zacetnih pogojev:
% c (1) ZXBO — zaCetna X koordinata dotikaliSca,

c (2) =Yz — zadetna Y koordinata dotikalisca,

o°

0\©

c (3)=Q," — zaGetna kotna hitrost okrog lokalne osi x,

c(4)= Qyo — zacetna kotna hitrost okrog lokalne osi y,

0\©

c (5)=0Q." - zaetna kotna hitrost okrog lokalne osi z,

0\

c (6) =v5’ — za&etna hitrost dotikalii¢a,

o°

c (7)=d" — zaketna smer delovanja sile trenja (8°=7+d’ je zaletna smer

o°

hitrosti dotikaliS¢a; smer, ki jo zacetna hitrost dotikali§¢a oklepa z lokalno

08j0 X).
% Zaletne vrednosti Eulerjevih zasukov iy, 4 in @ so v programu podane z vnaprej
doloc¢enimi vrednostmi: =0, $=7/2 (s tem poskrbimo, da nobena od matrik My,

M;, M ni singularna v prvem koraku integracije), @=0.

Algoritem ima dva bistvena dela. V prvem delu najprej ugotovimo, s kaksno vrsto gibanja
zacnemo glede na podane zaCetne vrednosti. Nato poZzenemo reSevanje enacb za to fazo
gibanja. Ko se ta konca, ugotovimo, zakaj je prislo do prekinitve in pripravimo podatke za
naslednjo fazo. Prehod v novo fazo napovemo z indeksom ind, ki ga pripiSemo posamezni

fazi gibanja:

o°

let po zraku oziroma prehod iz trenutne faze v fazo leta ozna¢imo z ind =1,

o°

kotaljenje brez podrsavanja oziroma prehod iz trenutne faze v fazo kotaljenja brez

podrsavanja ozna¢imo z ind =2,

o°

kotaljenje s podrsavanjem oziroma prehod iz trenutne faze v fazo kotaljenja s
podrsavanjem ozna¢imo z ind = 3.

Drugi del je zanka, v kateri se menjujejo algoritmi za analizo posamezne faze gibanja. Vsi
algoritmi so podobno sestavljeni: najprej vzamemo zadnji rezultat prejSnje faze gibanja — to

so zacetni pogoji za novo fazo, nato pozenemo resevanje enacb za to vrsto gibanja; ko se ta
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konca, ugotovimo zakaj je do prekinitve prislo in pripravimo podatke za naslednjo fazo

gibanja.

ManjsSo tezavo pri enotnem zapisu rezultatov predstavlja razli¢no Stevilo neznank, s tem pa
tudi reSitev posameznih nalog. V fazah kotaljenja brez in s podrsavanjem imamo 14 neznank,
zato ima matrika X, ki je reSitev nalog kotaljenje ode bali kotaljenje ode s, 14
stolpcev. V fazi leta imamo 12 neznank, zato je v matriki reSitev naloge let ode 12
stolpcev. V primerjavi z matriko reSitev nalog za obe vrsti kotaljenja manjkata 4. in 5. stolpec,
v katerih so zapisane vrednosti kotov V¥ in ®. Zato, da bo spajanje reSitev za vse tri faze
gibanja ¢im laZje, v matriko reSitev faze leta vrinemo stolpca, v katerih so zapisane vrednosti
kotov ¥ in ®. Te vrednosti so med letom enake 7 oziroma 0, ker pa v enacbah ne nastopata,
na gibanje ne vplivata, zato jima lahko pripiSemo poljubni vrednosti. Odlo¢imo se, da
vrednosti ¥ in ® v fazi leta dolo¢imo v tocki na ploskvi, ki je v danem trenutku najblizje
lete¢i kroglici. Algoritem, ki podaja racun kotov W in ® v fazi leta, je zelo podoben
algoritmu, ki v nalogi let ode zaznava trenutek trka, zato ga posebej ne podajamo. Taka
izbira kotov ¥ in © v fazi leta je ugodna iz najmanj dveh pogledov. V trenutku trka — ob
koncu leta moramo poznati vrednosti obeh kotov, e zelimo opraviti transformacijo iz
globalnega v lokalni koordinatni sistem (ki ga doloCimo v dotikaliS¢ni tocki; to je tocka, ki je
v danem trenutku najblizja kroglici), v katerem opisujemo koli¢ine v fazi trka. Z zgoraj
opisanim algoritmom vrednosti ¥ in ® v trenutku trka tako Ze poznamo. Druga dobra lastnost
take izbire racuna kotov je, da v vsakem trenutku leta poznamo tocko na kroglici, ki je
najblizja podlagi; ravno to tocko pa izberemo za risanje sledi v fazi leta (v fazi kotaljenja je to

dotikalis¢na tocka).

Programa zaradi precej$njega obsega v besedilu ne navajamo v celoti.

5.2.1.1 Algoritem zacetnega dela

Algoritem je opisan v dodatku A.
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6 RACUNSKI PRIMERI

6.1 Gibanje v ravnini (X, %)
6.1.1  Analiti¢no reSevanje

Numeri¢ne resitve najlazje preverimo na primerih, za katere imamo analiti¢ne reSitve. Tak
primer je gibanje kroglice v ravnini (X, Z). Ob pregledu izpeljav v zacetnih poglavjih hitro
ugotovimo, da je Stevilo neznank, ki opisujejo gibanje v ravnini, manjse, ker imajo nekatere
spremenljivke v naprej predpisane vrednosti:

Y=, v =0, p=0, Q =0, Q_ =0,

Y, = konst., v, =0, a=0. (6.01)

Za namene primerjav z analiticnimi reSitvami lahko brez Skode za oceno natan¢nosti
zanemarimo vpliv vetra in zra¢nega upora: W=40, 1.=0. Vrednosti spremenljivk v (6.01)
upostevamo v sistemih enacb kotaljenja brez podrsavanja (okno 1), kotaljenja s podrsavanjem
(okno 3) in prostega leta kroglice (okno 5). Pri tem se izkaze, da so nekatere od enacb
identi¢no izpolnjene, druge pa se poenostavijo. Poenostavljeni sistemi enacb, ki vodijo

gibanje kroglice v ravnini (X, Z), so zapisani v oknih 8, 9 in 10.

Okno 8: Sistem enacb kotaljenja brez podrsavanja v ravnini (X, Z).

Osnovne neznanke: X, Z,,0,v ,v,,$,Q,
[B] X,cos®+Z, sin®@=v,
[B,] -X,sin®+Z,cos®=v,

[B,] v,—aQ, =0

se nadaljuje ...
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... nadaljevanje

[B] Omav, —amv, —AQy =mgasin©®

[B,] -0+9=0Q,
[B13] XTkll—('DCOS@(—klla‘f—mj:O

Odvisne neznanke: R, R,
[O] R.=mv,+mgsin®
[0,] R =mv.+mgcos®
Pomozna enacba:

0’z
[P4] kl] :&X_z

Zacetni pogoji pri =1, :
Xp(t)=Xg v, (1,)=v), v.(,)=V], (1,)=9", Q,(1,)=0Q

vezne enacbe:

Zy=f(X3), X)=X,+asin®, Z)=Z;+acos®"

tan @’ = ‘klo

0 0 0
, vx—aQy:O, v, =0.

z

Okno 9: Sistem enacb kotaljenja s podrsavanjem v ravnini (X, Z).

Osnovne neznanke: X,,Z,,0,v,,v

z9

8.0,
[S)] X,cos®@+Z,sin@=-v,+aQ
[S,] —X,sin®@+Z, cos®=v,

[S4] @m[—vz —,u(—vB +aQy)}—1>Bm—\>z,umcosa+Qyma =
=-—mgsin®+ umg cos ®

[Sé] v, =0

[SS] @,uma(—vB +aQy)+,uma\'/Z +AQy =—aumgcos®

se nadaljuje ...
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... nadaljevanje

[S,] —©6+3=0Q,

[S,] Xk, +—®cos®(—k“a+ =0

: j
cos’ @
Odvisne neznanke: T,R , R_,v,

[Ol] T=pumy, +(—VB +aQy),um®+,umgcos®

[0,] R =T

1
0,] R=—T
(0] &=

[05] v, =—vB+aQy

Pomozna enacba:
0*Z

Pl kK, =——

[ 4 ] 11 aXZ

Zacetni pogoji pri ¢ =1, :

Xy(t)=Xg vp(ty)=vs w.(t)=2, 9(1,)=9", Q,(1,)=9,
vezne enacbe:
Zy=f(X;). X)=X;+asin®@,  Z)=Z,+acos®’

tan @ = ‘klo

0
, v, =0.

Okno 10: Sistem enacb leta kroglice v ravnini (X, Z).

Osnovne neznanke: X, Z,,V,,V,,9,Q,
(L] X =V,
[L3] ZT =V,
[L.] mVy =0
(L] mV.=-mg

se nadaljuje ...
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... nadaljevanje
[L,] ©Q,=0
[L,] 9=9,

Zacetni pogoji pri t =t :

Xr(to):X;)a Zr(to):Z;)’ Vx(to):V)((]:
V,(6,)=V,,  3()=9",  Q(1,)=9.

Analiti¢ne reSitve enacb ravninskega gibanja

ReSitve enacb leta so trivialne:

X, ()=X, +Vyt,

Z(t)=Z,+V, t—gt’,
_ 10
VX (t) o VX, (602)
V,(1)=V, -gt,
Q,(1)=9),

Sistema enacb kotaljenja brez in s podrsavanjem pa za poljubno podlago Z =f(X) ostajata Se
vedno precej zapletena. Analitine reSitve so mozne za poseben primer, ko je ploskev
kotaljenja poljubna nagnjena ravnina Z=kX+n. Tedaj velja k =k; =tan® = konst. in resitve

enacb lahko hitro pois¢emo. Navajamo jih brez izpeljav.
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Kotaljenje brez podrsavanja:

1 Lo
X, (t)=X; +antcos®——&t2 sin @ cos O,

2

2ma +A4
. 1 mga’ .
Z(t)=Z"+Q atsin® ———2"f*sin”* O,
r(1)= 2+ 2ma’+ A
2
v, (t)=aQ -5% _ssine,
© ma +A4
v, =0,
mga (6.03)
Q (1)=0"———2"¢5in 0@,
,V( ) y ma2+A
I(t)=9"+Q ~t—l&t2 sin ©,
Y 2ma’+ A4
2 2
Rx:—mzisin(@ﬂngsin@:gmgsin@,
ma” + A 7
R, =mgcosO.

Kotaljenje s podrsavanjem:
XT(t):X;)+(—vg+aQ(y))tcos@—%(cos@sin@—ycosz@)gtz,
ZT(I):Zﬁ+(—vg+an)tsin®—%(sin2®—,ucos®sin®)gt2,

2
vB(t) =vg+[sin®—ycos®(mj +1H-gt,
v, =0, (6.04)

Q (=9 —%tcos@,

4(t)=9¢" +Qgt—%%t2 cos @,

T=R, =pumgcosO,
R =mgcosO.
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Trk pri ravninskem gibanju:
e trk s podrsavanjem:

1 2
vB(p)=VE—pﬂT(Z+%J,

Ha (6.05)

Pr=D. =l D

D Hr

_ 0
v ——vB+aQy0+
m

b

e Trk brez podrsavanja:

v, (p)=—vsy+aQ, +M:konst.,
m
v.(p)=v +£,
m (6.06)
Qy(p):QyO_p*M’

A
p.(p) = p" = konst.

6.1.2  Let, trk in kotaljenje po ravnem poboc¢ju

Numeri¢no reSevanje in delovanje programa, s poudarkom na prehajanju med posameznimi
fazami gibanja preverimo na primeru gibanja po posevni. Zanima nas predvsem prehod iz
faze leta v trk in trka v kotaljenje. Relief je ravno poboc¢je s 35% naklonom; opiSemo ga s
funkcijo Z=0.35X. Obravnavano telo je krogla s polmerom 0.3m in z maso 150kg
(natan¢nejsi pregled izrazov (6.02)—(6.06), (4.85) in (4.100) pove, da je gibanje krogle v vseh
fazah neodvisno od njene mase; masa vpliva samo na velikost reakcij in impulzov trénih sil).
Gibanje opazujemo ob zanemarjenih vplivih vetra in zraénega upora, staticni in dinamicni
koeficient trenja sta 0.5, koeficient trka e je 0.4. Gibanje zacnemo opazovati v trenutku, ko
krogla poleti. Zacetni koordinati teziS¢a sta Xr=0m, Zr=3m, zacetna teziSCna hitrost

Vy=10m/s, zatetna kotna hitrost Qy =20s"'. Numeri¢no re§evanje pozenemo z ukazom:



106 Cesarek, P. 2008. Vpliv gibajocih se teles na gradbene konstrukcije.
Dipl. nal. — UNL Ljubljana, UL, FGG, Odd. za gradbenistvo, Konstrukcijska smer.

gibanje kroglice([0,0,3,10,0,0,0,20,0], ...\n
[150,0.3,9.81],10,0.5,0.5,0.41,[0,0,01,[0.01,471,[-20,101).

V sklopu analitiénega reSevanja najprej dolo¢imo trenutek, ko krogla tréi s pobocjem.
Globalni koordinati delca, ki je med letom najblizje podlagi, sta Xx=Xr+asin®,

Zx=Zr—acos®. V trenutku trka je Zx =k Xx+n=Xxtan® +n oziroma

Z,—acos®=(X, +asin®)tanO+n. (6.07)

Upostevamo restive za X7(¢) in Z7(¢) in dobimo:

2

Z,?+V;t—%—acos®=()(ﬁ+V£t+asin®)tan®+n,

1 0 _ 170 0 0)? 0 0 (6.08)
t, =— (VZ—VXtan®)+ (VXtan®—VZ) +2g| Z; — X, tan® — -n||.

g cos®

V obravnavanem primeru je n=0, ® =arctan(0.35). Z resitvami (6.02), (6.05), (6.06) in (6.08)
dolo¢imo Stevilo trkov krogle s pobocjem, da bo izpolnjen pogoj za zacetek kotaljenja:
v-(puk) <107, V tabeli 1 je prikazana primerjava analitiénih in numeriénih resitev za trajanje
faz leta #; in velikosti hitrosti teziS¢a v smeri normale ob koncu trkov: v.(p,«). Pogoj o
prehodu iz izmenjavanja faz leta in trka v kotaljenje je z analitichim in numeri¢nim

reSevanjem izpolnjen ob koncu trinajstega trka.

Mew v

normale ob koncu trkov.

t (s) V2 (Puic) (m/s)
Stevec trkov analiti¢na resitev numeric¢na resitev analiti¢na resitev numeric¢na resitev
1 4.6426 - 107! 4.6426 - 107! 3.0409 3.0409
2 6.5684 - 10! 6.5684 - 10! 1.2164 1.2164
3 2.6273 - 107" 2.6273 - 107! 0.48654 0.48654
4 1.0509 - 107! 1.0509 - 107! 0.19462 0.19461
5 42037107 42033107 0.077847 0.077833
6 1.6815-107 1.6812-107 0.031139 0.031133
7 6.7260 - 1073 6.7248 - 10°° 0.012456 0.012453

se nadaljuje ...
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.. nadaljevanje
8

9

10

11

12

13

2.6904 -
1.0762 -
4.3046 -
1.7219 -
6.8874
2.7550 -

107
107
10
10
107
107

2.6899 -
1.0758 -
1074

4.3007

1.7135 -
6.6810 -
2.1467 -

1073
1073

10
10°
107

0.0049822
1.9929 - 107
7.9715-107*
3.1886 - 107
1.2754-107*
5.1018-10°°

0.0049812
1.9921-107°
107
10
10
107

7.9599
3.1623 -
1.2095 -
3.1127 -

Trajanje faz leta od Sestega trka dalje je tako kratko, da se preostale koli¢ine ob koncu trkov le

malo spremenijo — tabela 2. Zato bi lahko pogoj za zacetek kotaljenja v programu zapisali tudi

. -2 .- . . . . . o . . .
manj strogo: v.(py«) <10 7, s Cimer pri hkrati skoraj nespremenjeni natancnosti prihranimo na

ra¢unskem casu, kar je ugodno predvsem pri analizi kompleksnejSih primerov.

Tabela 2: Vrednosti spremenljivk ob koncu 7. in 13. trka pri pogoju v, (p,x) <107,

vrednosti spremenljivk ob koncu 7.

vrednosti spremenljivk ob

trka koncu 13. trka

spremenljivka analiti¢na res. numeri¢na res. analitiCna res. numeri¢na res.

X, (p,) (m) 10.7155 10.7154 10.7359 10.7358
Z.(p.,) (m) 4.0683 4.0682 4.0754 4.0754
v.(p,.) (m/s) 4.8577 4.8515 4.8475 4.8475
v.(p,) (m/s) 0.012456 0.012453 0.000051018 0.000031127
Q (p,) 16.1925 16.2444 16.1580 16.1582
%(p,.) 35.0770 35.0768 35.1493 35.1489
v,(p,)  (ms) 0 0 0 0
a(p,.) 0 0 0 0
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Sled, ki jo opiSe krogla in lega krogle ob dogodkih, ki gibanje najbolj zaznamujejo, sta

predstavljeni na sliki 9.

t=0s t=0.464 s

zacetna lega prvi trk

t=1.121s 1=1.384s

drugi trk tretji trk

t=1.489 s t=1.531s

Cetrti trk peti trk

t=1.548 s t=1.559 s

/

Sesti trk 13. trk, zaCetek kotaljenja po pobocju navzgor

t=3.653s t=5s

krogla doseze maksimalno koto, se za trenutek

.. . . lega krogle ob k v
ustavi in zakotali po pobocju navzdol e84 XI0gie 0b XOncu opazovaniega casa

Slika 9: Let, trk in kotaljenje krogle po pobocju s 35% naklonom.




http://www.youtube.com/watch?v=efn4jS_gLrg
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Vrednosti koli¢in ob zadnjem, trinajstem trku so zaCetne vrednosti za kotaljenje po pobocju.
Hitrosti teziS¢a v smeri normale ob tem pripiSemo vrednost nic: vz(pt,k)ZvZOZO. Ker je
hitrost dotikali¢a enaka ni¢ (va(put)=vs =0), je izpolnjen osnovni pogoj za kotaljenje brez
podrsavanja. O tem, ali se bo krogla zacela kotaliti s ali brez podrsavanja, odloca dodatni

pogoj za kotaljenje brez podrsavanja, ki ob znanih reSitvah (6.03) dobi preprosto obliko:

Z_£_2mgsin®_gtan® -
N R Imgcos® 7 e (6.09)

V nasem primeru je pogoj izpolnjen:

Etan@ :2-0.35 =0.1 < u =05,

7 7
Zato se krogla zagne kotaliti brez podrsavanja. Ker je vi(pux)=v=4.58m/s pozitivna
koli¢ina, se bo krogla v nadaljevanju najprej Se kotalila po pobocju navzgor, ko pa bo s
potencialno energijo izrabljena vsa kineti¢na energija krogle, se bo ustavila in zakotalila po
poboéju navzdol. Cas ¢, pri katerem se bo krogla ustavila, lahko izra¢unamo s pomogjo

analiti¢nih resitev in znasa ¢'=3.653s.
6.2 Gibanje telesa po vodnem toboganu

Zanimiv primer uporabe izpeljanih enacb in napisanega programa je gibanje teles po vodnem
toboganu. Studiramo lahko, kako oblika tobogana in koeficient trenja med telesom in
toboganom vpliva na gibanje telesa, zanimajo nas hitrosti, ki jih telo doseze med gibanjem, in
predvsem obremenitve, ki jih gibanje vnaSa na povrsino, s tem pa tudi v nosilno konstrukcijo

tobogana.

N
==l
0 N

Slika 10: Vodni tobogan.
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Za ponazoritev uporabe programa in prikaza rezultatov smo si izbrali naslednjo obliko in
geometrijo tobogana: precni prerez je polkrozne oblike, Sirine 1.6m; tobogan je grajen v
naklonu 20% in sinusno vijuga sem in tja na dolzini 20m (slika 10). Podano obliko definirajo

tocke iz realnega definicijskega obmocja funkcije:

Z(X,Y)=4.8—§—\/(%j2—{hsin(%ﬂz, X e€{0,20}, Ye{-2,2}), ZeR

Vpliv koeficienta trenja na gibanje telesa po toboganu

Gibanje po toboganu mora biti varno, kar pomeni, da telo med gibanjem ne sme izgubiti stika
s podlago in da ne sme pasti s tobogana. Pri neustrezni obliki in neprimernem koeficientu
trenja med povrsino tobogana in gibajo¢im se telesom se lahko zgodi, da se telo odlepi od
podlage, kar predstavlja nevarnost za uporabnika. Ker smo obliko tobogana dolocili vnapre;j,
se posvetimo samo opazovanju vpliva koeficienta trenja na gibanje telesa. Opazovano telo je

krogla s polmerom 0.25m in maso 65kg.

Stik teles s podlago je na toboganu ponavadi moker, koeficienti trenja mokrih stikov pa so
precej manjsi kot pri suhih stikih, zato opazovanje zacnemo z majhno vrednostjo koeficienta
trenja (za stati¢ni in dinami¢ni koeficient trenja uporabimo enako vrednost). Vpliva zacetnih
pogojev ne Studiramo. Telo postavimo na vrh tobogana in opazujemo, kak$no je njegovo
gibanje v nadaljevanju. Program pozenemo z ukazom:
gibanje kroglice([0,0,0,0,0,0,0],[65,0.25,9.81], ...\n
[0, i, a,0.4]1,10,0,01,1[0.01,7]1,[-220,401]).
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e koeficient trenja: 4 = £3=0.05

t=0s

f

zaradi majhnega koeficienta trenja, krogla ze
v zacetku podrsava

krogla ves Cas gibanja podrsava

t=49s

-

krogla se zelo pribliza robu tobogana

t=6.6s

V.~

krogla se prikotali do vznozja tobogana in
izko¢i

Slika 11: Kotaljenje po toboganu, z=£,=0.05.

e koeficient trenja: 4 = 144=0.10

t=0s

,f"

krogla se v zacetku kotali brez podrsavanja

t=22s

Lo

krogla zdrsne in se v nadaljevanju kotali s

t=51s

F

krogla se zopet zelo pribliza robu tobogana,
vendar manj kot pri vrednosti £=0.05

t=70s

podrsavanjem

krogla se prikotali do vznozja tobogana in
izkoc€li, ¢as kotaljenja je daljsi kot v primeru,
ko ves Cas podrsava

Slika 12: Kotaljenje po toboganu, z,=,=0.10.




http://www.youtube.com/watch?v=ttTdS1jXyNo

http://www.youtube.com/watch?v=l7hiqME_V0E
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e koeficient trenja: x4 = 13=0.45

t=0s

o~

krogla se v zacetku kotali brez podrsavanja

t=4.1s

4

krogla prvi¢ zdrsne in se nekaj ¢asa kotali s
podrsavanjem, nato spet brez podrsavanja...

t=52s

L

krogla se zakotali po skrajnem robu tobogana,
vendar $e ostane znotraj prereza

t=74s

,

krogla se prikotali do vznozja tobogana in
pade z njega

Slika 13: Kotaljenje po toboganu, 1,=1,=0.45.

e koeficient trenja: s = 143=0.50

t=0s

P

krogla se v zacetku kotali brez podrsavanja

t=4.1s

4

krogla prvi¢ zdrsne in se nekaj ¢asa kotali s
podrsavanjem, nato spet brez podrsavanja...

t=53s

/A

krogla zgubi stik s podlago in poleti

Normalna komponenta reakcijske sile podlage
1500

= 1000

=
N

X 500

0

0 2 4 6
t(s)

ko krogla zgubi stik s toboganom, je R,=0

Slika 14: Kotaljenje po toboganu, = 1,=0.50.




http://www.youtube.com/watch?v=LKCpGgq_IoY
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Koeficient trenja, ki zagotavlja normalno gibanje telesa po toboganu, sega od vrednosti 0.05
do priblizno 0.45. Pri vrednostih koeficienta trenja 0.5 in veC se telo zakotali preko roba
tobogana in pade z njega. Pri izbiri materiala in obdelavi povrSine tobogana bi bilo zato
potrebno paziti, da dosezene vrednosti koeficienta trenja, ki jih dobimo z meritvami, ne
presezejo vrednosti 0.5, kar se lahko hitro zgodi; npr. vrednosti koeficienta trenja na mokrem

stiku guma — beton znaSajo od 0.45 do 0.75.

Hitrosti in reakcijske sile pri kotaljenju teles razli¢nih mas in velikosti

Pri dimenzioniranju konstrukcije tobogana in analizi obrabe povrSine Zlebov tobogana nas
zanimajo sile, ki jih kotalec¢a oziroma drseca telesa vnasajo na povrsino. V nasem primeru so
to reakcijske sile podlage. Za varnost bodocih uporabnikov je pomemben podatek tudi hitrost
teles ob koncu kotaljenja po toboganu ali v trenutku, ko priletijo v vodo. Poglejmo, kako se te

koli¢ine spreminjajo pri kotaljenju teles razlicnih mas in velikosti!

Vzemimo tri telesa z masami 40kg, 60kg in 80kg. Premer krogel, s katerimi jih modeliramo,
pa izberemo tako, da gostota teles priblizno ustreza gostoti ¢loveSkega telesa. Gibanje vseh
treh teles opazujemo pri konstantnih koeficientih trenja g4 = 1,=0.20. Program poZenemo z
ukazom:
gibanje kroglice([0,0,0,0,0,0,0], [m,a,9.81], ...\n
[0,0.2,0.2,0.41,10,0,0]1,[0.01,71,[-220,407).
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e masa in polmer krogle: m =40kg, a =0.21m

normalna sila podlage sila trenja
1000 . - . 200 :
800+ 150
< gool < 100
=z —
400 ¢ 50
200 : : g 0 ' : :
0 2 4 8 0 2 4 8 8
t(s) t(s)
koeficient trenja un=T/N hitrost v smeri globalne osi X
0.25 . - . 5 : . .
0.2t 4
0.15} 2 3
= E
0.1} =% D
0.057 1
0 : 0 : : :
0 2 4 6 0 2 4 6 8
t(s) t(s)
hitrost v smeri globalne osi Y hitrost v smeri globalne osi Z
5 . - . 0 . .
-05 r
) z
E o E
>>_ >N -1.5 “
-2
-5 : -25 :
0 2 4 8 2 4 8 8
t(s) t(s)

Ve W

Slika 15: Reakcijske sile podlage, koeficient trenja in teziS¢ne hitrosti krogle z maso 40 kg.
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e masa in polmer krogle: m =60kg, a =0.24m

normalna sila podlage sila trenja
1400 . : . 300 : :
1200+t 250
1000¢ 200
< goof < 150
|_
600 ¢ 100
4001 50
200 : : g 0 : : :
0 2 4 8 8 0 2 4 6 8
t(s) t(s)
koeficient trenja u=T/N hitrost v smeri globalne osi X
0.25 . : . 5 : : :
027 4
015} ¥ 3
= E
01} =75 2
0.057 1
0 : : g 0 : : :
0 2 4 8 8 0 2 4 6 8
t(s) t(s)
hitrost v smeri globalne osi Y hitrost v smeri globalne osi Z
5 . : . 0.5 : : :
0
22 —. -05
£ L
E o E 4
> |
@ Z A5
-2
-5 -25
0 2 4 8 8 0 2 4 6 8

t(s) t(s)

Vew v

Slika 16: Reakcijske sile podlage, koeficient trenja in teZiS¢ne hitrosti krogle z maso 60kg.




116 Cesarek, P. 2008. Vpliv gibajocih se teles na gradbene konstrukcije.
Dipl. nal. — UNL Ljubljana, UL, FGG, Odd. za gradbenistvo, Konstrukcijska smer.

e masa in polmer krogle: m =80kg, a =0.27m

normalna sila podlage sila trenja
2000 . - . 400 -
1500+ 1 300
< 1000} 1 €200
= —
5007 1 100
0 M L M 0 L L L
0 2 4 6 8 0 2 4 6 8
t(s) t(s)
koeficient trenja p=T/N hitrost v smeri globalne osi X
0.25 d : d 5 : : :
0.2t 4
0.15} % 3
= E
0.1} =% 2
0.057 1
O M L M O L L L
0 2 4 6 8 0 2 4 6 8
t(s) t(s)
hitrost v smeri globalne osi Y hitrost v smeri globalne osi Z
- y 0.5 : - -
0
PR —. 05
L e
S L
> N
@ Z A5
-2
-5 25
0 2 4 6 8 0 2 4 6 8
t(s) t(s)

Ve w

Slika 17: Reakcijske sile podlage, koeficient trenja in teziS¢ne hitrosti krogle z maso 80 kg.
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Gibanje krogle je v vseh treh primerih podobno. Nekaj ¢asa se kotali brez podrsavanja, nato s
podrsavanjem, taki fazi pa se med kotaljenjem 3e nekajkrat zamenjata. Cas potovanja krogle
od vrha do vznozja tobogana v vseh primerih znaSa priblizno 7s. Maksimalne sile v smeri
normale na povrSino tobogana so priblizno dvakrat vecje od sile teze krogle. Rezultanta

kon¢nih hitrosti pa je v vseh treh primerih podobna, znasa priblizno 4m/s.

6.3 Kotaljenje skalnih gmot po nagnjenem poboc¢ju

Pogost naravni pojav na strmih poboc¢jih so skalni podori ali pa kotaljenje posameznih skalnih
gmot po poboc¢ju navzdol. Ti pojavi lahko ogroZajo ¢loveka in njegovo imetje, zato je
pomembno, da znamo izraCunati njihov doseg in ucinke na relief ali konstrukcije, ki so v
obmocju njihovega gibanja. V nasem primeru se osredoto¢imo na gibanje posameznih skalnih

gmot razli¢nih mas in velikosti.

Relief naj bo podan z mnozico tock v prostoru, ki bi lahko bile rezultat geometerskih meritev,
za potrebe primera pa smo si jih izmislili. Tocke dolo¢ajo pobocje v obliki nagnjenega
nagubanega Zleba, Sirine 40m in dolzine 60m, koti najnizje in najvisje tocke na sredini Zleba
pa se razlikujeta za 32m (slika 18). Tocke zdruzimo v ploskev s pomocjo interpolacijskih

funkecij iz orodja "Spline Toolbox" v Matlabu.

. 60
20 40

10}

300

-20

Slika 18: Geometrija reliefa.
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Vrednosti koeficientov trenja sta skozi celoten primer konstantni: x4 =0.8, ;=0.70.
Vrednosti ustrezata velikosti koeficientov trenja za skalna pobocja: ; =0.75—0.80 (Petje in
sod., 2006). Skalno gmoto modeliramo s kroglo, pri tem naj se masi ujemata, polmer krogle
pa dologimo tako, da je gostota krogle enaka 3000kg/m’, kar je priblizna srednja vrednost

gostote kamnin zemeljske skorje.

6.3.1 Kotaljenje in poskakovanje

Krogla je med kotaljenjem zaradi svoje gladke povrSine vecino ¢asa v stiku s podlago, skalna
gmota poljubne oblike pa se po poboc¢ju vecinoma kotali tako, da nezvezno prehaja z roba na
rob oziroma z robnimi delci potrkuje ob relief. To vrsto gibanja lahko priblizno modeliramo
tudi s kroglo. Namesto zacetnih pogojev, ki ustrezajo kotaljenju, izberemo zacetne vrednosti
za let krogle po zraku, pri tem pa koordinato Z tezis¢a malo dvignemo, tako da krogla ni v
stiku s podlago. Ce za koeficient trka izberemo vrednost 1, se bo ob vsakokratnem trku krogle
z reliefom krogli povrnil visek potencalne energije, ki smo ga dobili z malenkostnim dvigom
1z dotikalis¢a. Krogla bo tako po vecini trkov ponovno vzletela, trajanje faz leta, ob tem pa
tudi razdalje, ki jih bo krogla preletela, pa bodo tako kratke, da ne bodo bistveno vplivale na
smer in hitrost gibanja. Realnost te predpostavke je odvisna od dejanske vrednosti koeficienta
trka in naklona poboc¢ja. Tako se pri strmih pobocjih lahko zgodi, da poskakovanje telesa ne
preide v kotaljenje tudi ze pri vrednostih koeficienta trka, ki so manjSe od ena. S programom

bi lahko opravili tudi analizo tega pojava.

Zgornji premislek utemeljimo na primeru reliefa, ki smo ga opisali v uvodu. Kljub temu, da je
precej strm, za koeficient trka izberemo skrajno vrednost 1. Vzemimo kroglo z maso 2800kg

in s polmerom 0.6m. Kroglo spustimo s treh razli¢nih tock reliefa in primerjamo sledi, ki jih

Vv v
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e zacCetna lega: T1, koordinate: X=55m, Y=10m, Z=23.57m
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Slika 19: Zacetna tocka T1. Primerjava sledi in hitrosti pri kotaljenju in poskakovanju.


http://www.youtube.com/watch?v=fAgz8mCkbD8
http://www.youtube.com/watch?v=SBgDm-sniS8
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e zacCetna lega: T2, koordinate: X=55m, Y=—10m, Z=22.68m
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Slika 20: Zacetna tocka T2. Primerjava sledi in hitrosti pri kotaljenju in poskakovanju.


http://www.youtube.com/watch?v=583XNU8YUQ4
http://www.youtube.com/watch?v=Gt0XuElfHrA
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e zacCetna lega: T3, koordinate: X=55m, Y=0m, Z=20.63m
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Slika 21: Zacetna tocka T3. Primerjava sledi in hitrosti pri kotaljenju in poskakovanju.


http://www.youtube.com/watch?v=vDWP3KzJxjQ
http://www.youtube.com/watch?v=X0_aQKhcMyg
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Primerjava potekov sledi ter velikosti tezis¢nih in kotnih hitrosti lepo pokaZze, da se gibanje
krogle pri izmenjavanju kratkih faz leta in trka bistveno ne razlikuje od kotaljenja krogle po

podlagi. To lepo lastnost koristno uporabimo ze v naslednjem primeru.

6.3.2  Ukrepi za za$cito pred vplivi gibajo€ih se skalnih gmot

Iz primerov v 6.3.1 je razvidno, da telesa, ki se nenadno sproZzijo iz mirovanja, Ze po nekaj
sekundah kotaljenja po strmem pobocju dosezejo velike hitrosti, kar lahko, ob masi, ki jo
imajo, predstavlja veliko nevarnost za ljudi in njihovo imetje ob vznozju pobocja, ki ga
obravnavamo. Z matemati¢nim orodjem, ki smo ga pripravili, lahko napravimo Studije

ukrepov za za$¢ito pred temi vplivi.

Eden od moznih ukrepov je, da ob vznozju pobocja zgradimo oviro, ki mora biti dovolj
visoka in trdna, da zadrzi skalne gmote, ki priletijo vanjo. Posebej lahko Studiramo vpliv
oblike zas¢itne ovire na gibanje teles po trku; prava oblika ovire je zelo pomembna, saj lahko
sicer gibajoce se telo oviro po trku preskoci in nadaljuje z gibanjem v zaledju. Obravnavamo
primer, ko ob vznozju (vzdolz koordinate ¥ = 10m) zgradimo 1.5m visoko steno z navpi¢nim

robom na pobocni strani (slika 22).

Slika 22: Dolinska ovira.

Opazujmo ucinke skalnih gmot razlicnih mas in velikosti, ki jih sprozimo s tocke T2
(X=55m, Y=—10m, Z=22.68m). Racuna tr¢nih sil in trajanja trka pri modeliranju trka nismo
zajeli, tako da nam informacijo o uc€inkih trénih sil dajejo velikosti impulzov teh sil, predvsem
velikost impulza normalne sile. Zanimajo pa nas tudi teziS¢ne in kotne hitrosti teles med

gibanjem.
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e masa in polmer krogle: m =3500kg, a =0.65m
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Slika 23: Krogla z maso 3500 kg. Impulzi normalne sile podlage, tezi§¢ne in kotne hitrosti ob trku z oviro.



http://www.youtube.com/watch?v=iC097VRiyn4
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e masa in polmer krogle: m =2000kg, a =0.55m
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Slika 24: Krogla z maso 2000 kg. Impulzi normalne sile podlage, teziS¢ne in kotne hitrosti ob trku z oviro.



http://www.youtube.com/watch?v=rxC5ge6W3Ig
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e masa in polmer krogle: m =1000kg, a =0.43m
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Slika 25: Krogla z maso 1000 kg. Impulzi normalne sile podlage, tezi§¢ne in kotne hitrosti ob trku z oviro.



http://www.youtube.com/watch?v=NTLic2Vdbq0
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Casi gibanja do trenutka, ko krogla tr&i v oviro, so v vseh treh primerih podobni in znasajo
priblizno 4.7s. Velikosti impulzov v trenutku trka z oviro so vrednosti v zadnjih stolpcih. Ker
smo kotaljenje telesa obravnavali kot serijo trkov in koeficientu trka dali vrednost 1, je tudi
impulz ob koncu trka z oviro dvakrat vecji, kot je njegova velikost ob koncu kompresijske
faze trka. Vrednosti impulza ob koncu trka za primer neelasticnega trka (0<e<1), do
katerega v resnici pride pri trku z oviro, pa znamo izraunati s pomocjo velikosti
kompresijskega impulza: p,«=pir(1+e). Podobno lahko za manjSe vrednosti koeficienta trka
dolo¢imo velikosti tezis¢nih in kotnih hitrosti po koncu trka. Iz vrednosti teziS¢nih in kotnih
hitrosti lahko izracunamo kineti¢no energijo telesa pred in po trku, razlika obeh vrednosti pa

je ravno velikost energije, ki se je sprostila ob trku.
6.3.3  Vpliv vegetacije na gibanje skalnih gmot

Gibanje skalnih gmot po pobo¢ju, poraslem z drevesi, je lahko precej razli¢no od gibanja po
golih povrsinah. S trki ob drevesa se spreminja tir gibanja in porablja energija kotaljenja. S
pripravljenim modelom se lahko lotimo tudi priblizne ocene gibanja skalnih gmot po

poraslem pobocju.

Lego dreves si v tem raCunskem primeru izmislimo. V program jih podamo tako, da tocke
reliefa kjer stojijo drevesa, dvignemo z osnovne lege za viSino dreves (za vsa drevesa

predpostavimo, da so visoka 4m). Relief, ki ga dobimo z interpolacijo, je prikazan na sliki 26.

Slika 26: Pobocje poraslo z drevesi.
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Gibanje skalnith gmot po terenu zopet poenostavimo v poskakovanje krogle. Vpliv
deformabilnosti dreves upostevamo tako, da trke krogle z drevesi lo¢imo od trkov s podlago
tako, da jim pripiSemo manjsi koeficient trka in sicer e=0.2. Vzemimo kroglo z maso 1000kg
in polmerom 0.43m, ki z gibanjem zacne v tocki T2 (X=55m, Y=-10m, Z=22.68m).
Opazujemo sled, ki jo krogla opiSe med gibanjem ter teziS¢ne in kotne hitrosti. Posebej nas
zanima velikost opazovanih koli¢in v trenutku, ko krogla doseZze obmocje, na katerega smo v

primeru 6.3.2 postavili zas¢itno oviro.
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Slika 27: Sled krogle, teziS¢ne in kotne hitrosti pri gibanju na poraslem poboc¢ju.



http://www.youtube.com/watch?v=bjPArV3itQQ
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Pri trkih z drevesi se smer gibanja krogle mo¢no spremeni, zato je tudi sled precej razli¢na od
tiste po golem pobocju (slika 20). Hitrosti krogle, ko se prikotali do vznozja pobocja, so
podobne kot pri kotaljenju iste krogle na golem pobocju (slika 25). Razlog je v majhnem
Stevilu trkov z drevesi, ki krogli odvzamejo malo energije. Vecji vpliv porascenosti reliefa bi

prisel do izraza ob gostejSem rastru dreves.
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7 ZAKLJUCEK

Vplivi, s katerimi gibajoc¢a se telesa ucinkujejo na konstrukcije, so v veliki vecini primerov
nepredvidljivi. Preizkusi, s katerimi bi naredili Studijo teh vplivov v realnem okolju, so
ponavadi tehni¢no in cenovno zahtevni, ¢e Zelimo dobre rezultate pa moramo enak preizkus
tudi veckrat ponoviti. Zato je logi¢no, da se naloge lotimo matemati¢no, tako da izpeljemo
sistem enacb, ki opisujejo problem in naredimo racunalniski program, ki enacbe numeri¢no
reSuje ter s tem simulira naravni pojav. S takim orodjem je omogocena analiza vplivov

gibajocih se teles na konstrukcije in sistemati¢en Studij vplivov parametrov, ki vodijo gibanje.

Izdelava matemati¢nega modela gibanja teles po poljubni konstrukciji ali reliefu je bil tudi
osnovni namen na$e naloge. V modelu smo se omejili na gibanje toge krogle po poljubno
oblikovani togi podlagi. Izpeljane so bile enaCbe kotaljenja brez podrsavanja, enacbe
kotaljenja s podrsavanjem, enacbe leta po zraku in enacbe trka s podlago, nato pa je bil v
programskem okolju Matlab izdelan program, ki enacbe resuje in rezultate prikaze v obliki

grafov in animacij.

Kljub dolo¢enim poenostavitvam v modelu so rezultati numeri¢nih izra¢unov smiselni tako v
kvantitativnem kot v kvalitativnem pogledu. Pokazali smo primera gibanja skalnih gmot po

naravnih pobo¢jih in gibanja teles po vodnih toboganih.
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PRILOGE

PRILOGA A: ALGORITEM ZACETNEGA DELA PROGRAMA V MATLABU

Najprej preverimo vrsto gibanja ob zacetku.

o
°
o

°

Ce smo v vektor za¢etnih pogojev podali 9 vrednosti, zaénemo z enatbami leta;
% pripravimo zacetne vrednosti za let kroglice — stolpec x0:

x0=[c(1),c(2),c(3),c(4),c(5),c(6),0,7/2,0,c(7),c(8),c(9]";

% reSujemo enacbe leta kroglice:
[t,x]=0ded5('let ode',[],[],[],data,x0,T,z,W);

Q

% let se konca s trkom ob podlago. Pripravimo zaletne pogoje za zacetek analize trka.

Vv W

Vzamemo zadnji rezultat leta, teziS¢ne in kotne hitrosti transformiramo iz globalnega
v izbrani koordinatni sistem in zapiSemo v vektor k_trk.

o)

% Poklicemo funkcijo, ki analizira gibanje kroglice med trkom:

*
[Vx,trkr Vytrir Vz,trkr Qx,trkr Qy,lrk/ Qz,trkr VB trkr Ctricr P rpkrptrk] =trk(data, k_trk, z);

% ob koncu trka preverimo vrsto gibanja v nadaljevanju:

e je v.me< 107, sledi kotaljenje po ploskvi;

Q

% ceje vpmi=0, se lahko za¢ne kotaljenje brez podrsavanja:

% najprej preverimo, ¢e je izpolnjen dodatni pogoj za kotaljenje brez
podrsavanja. Vzamemo vrednosti spremenljivk ob koncu trka in jih
zapiSemo v vektor k. Izra¢unamo reakcije in razmerje v z enacbami za
kotaljenje brez podrsavanja.

[V.R,R,R:]=trenje brez podrsavanja(k,data,z,W);

o)

% ceje v<us(z (2)), sledi kotaljenje brez podrsavanja:
% zadnjemu rezultatu leta dodamo vrednosti ob koncu trka; to so
zacetne vrednosti za kotaljenje brez podrsavanja;
ind=2;
% sicer (v ) pa, kljub vz .+ =0, sledi kotaljenje s podrsavanjem:
% zadnjemu rezultatu leta dodamo vrednosti ob koncu trka; to so
zacetne vrednosti kotaljenja s podrsavanjem; posebej moramo
podati 6. in 7. komponento zacetnih vrednosti:

x (length (t), 6) =10%; 2 majhna motnja na zacetku podrsavanja
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x (length (t) ,7) =au;
ind=3;
% konec
% sicer (vaui#0) pa kotaljenje s podrsavanjem:

% zadnjemu rezultatu leta dodamo vrednosti ob koncu trka; to so zacetne
vrednosti za kotaljenje s podrsavanjem; posebej pazimo na 6. in 7.
komponento:

x (length(t), 6) =vpuk;

x (length(t),7) =au;

ind=3;

% konec

o)

% sicer (Vo> 1074) pa let po zraku:

% vrednosti teziS¢nih in kotnih hitrosti ob koncu trka transformiramo v globalni
koordinatni sistem; skupaj z ostalimi vrednostmi spremenljivk, ki jih poznamo
kot zadnji rezultat leta, sestavljajo vektor zacetnih vrednosti za novo fazo leta.

ind=1;

% konec

% Ce pa je bilo zacetnih vrednosti 7, zaénemo z enacbami kotaljenja:
% v odvisnosti od zacetne lege dotikaliS¢ne tocke (c (1), ¢ (2)) doloCimo zacetne

vrednosti koordinat tezis¢a ter kotov ¥ in ©.
[XTO, YTO,ZTO, ‘PO, @O] =zacetne vrednosti kotaljenja(c(l),c(2),data(2));

% Ce sta vrednosti ¢ (6) in c (7) v vektorju zaCetnih pogojev enaki ni¢, se kroglica v
zacetku lahko kotali brez podrsavanja;
% v stolpec x0 zapiSemo zacetne pogoje za kotaljenje brez podrsavanja:

x0 (1) =X7';

x0(2)=Y7';

x0(3)=2Z/";

x0(4)=¥";

%0 (5)=0’;

x0 (6)=data(2) *c(4); % zadostimo vezni enacbi vx°=aQy0
x0 (7)=-data (2) *c (3); % zadostimo vezni enacbi vyOZ—ano
x0(8)=0; % zadostimo vezni enacbi VZOZO

x0(9)=0;

x0(10)=7z/2;

x0(11)=0;

x0(12)=c(3);



Cegarek, P. 2008. Vpliv gibajocih se teles na gradbene konstrukcije.
Dipl. nal. — UNI-Ljubljana, UL-FGG, Odd. za gradbenistvo, Konstrukcijska smer.

% preverimo dodatni pogoj za kotaljenje brez podrsavanja. Izracunamo reakcije
in razmerje v z enacbami za kotaljenje brez podsavanja.

[V.R,R,R.-]=trenje brez podrsavanja(x0,data,z,W);

% ceje v<yp(z (2)), sledi kotaljenje brez podrsavanja
% reSujemo enacbe kotaljenja brez podrsavanja
[t,x]=0de23t('kotaljenje ode b',[],[],[],data,x0,T,z,W);

% kotaljenje brez podrsavanja se konfa s prehodom v kotaljenje s
podrsavanjem ali pa z odlepitvijo od podlage. Preverimo obe moznosti in
predpiSemo ustrezen indeks za nadaljnje gibanje.

% Vzamemo zadnji rezultat kotaljenja brez podrsavanja — vektor k ter
izraCunamo komponento R; reakcije podlage:

[V.R,R,R:]=trenje brez podrsavanja(k,data,z,W);

% ce je R.<0, je prislo do odlepitve kroglice od podlage;

% vzamemo zadnji rezultat kotaljenja, nato teziS¢ne in kotne hitrosti
transformiramo v globalni koordinatni sistem; to so zacCetne
vrednosti za let po zraku;

ind=1;

% sicer (R.>0) pa se zacne kotaljenje s podrsavanjem;

% vzamemo zadnji rezultat kotaljenja brez podrsavanja, izraunamo
kot delovanja sile trenja « ter ustrezno spremenimo 6. in 7.
komponento; to so zacetne vrednosti za kotaljenje s podrsavanjem:

x (length (t), 6)=10""; % majhna motnja na zagetku podrsavanja

x (length(t),7)=a;

ind=3;

% konec

% sicer (v> u) pa, kljub vz’ =0, sledi kotaljenje s podrsavanjem;

% dolo¢imo zaGetni kot delovanja sile trenja o’;

% popravimo 6. in 7. komponento zac¢etnih pogojev:

%0 (6)=10""; < majhna motnja vz’ na zacetku podrsavanja

x0(7)=d';

% reSujemo enacbe kotaljenja s podrsavanjem

[t,x]=0ode23t('kotaljenje ode s',[],[],[],data,x0,T,z,W);
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o\

kotaljenje s podrsavanjem se konca s prehodom v kotaljenje brez
podrsavanja ali pa z odlepitvijo od podlage. Preverimo obe moZnosti in
predpiSemo ustrezen indeks za nadaljnje gibanje.

o\

Vzamemo zadnji rezultat kotaljenja s podrsavanjem — vektor k ter
izra¢unamo komponento R; reakcije podlage:
R.=trenje s podrsavanjem(k,data, z, W)
% ceje R.<0, je prislo do odlepitve kroglice od podlage
% vzamemo zadnji rezultat kotaljenja, nato teziS¢ne in kotne hitrosti
transformiramo v globalni koordinatni sistem; to so zacCetne
vrednosti za let po zraku;
ind=1;
% sicer (R.>0) pa je kroglica prenehala podrsavati
% vzamemo zadnji rezultat kotaljenja s podrsavanjem ter ustrezno
spremenimo 6. in 7. komponento; to so zacetne vrednosti za
kotaljenje brez podrsavanja:
% (length(t), 6)=data(2)*k(13);
% (length(t),7)=-data(2)*k(12);
ind=2;
$ konec
% konec
% sicer (c (6) #0) pa smo Ze na zacetku predpostavili podrsavanje
% nastavimo zacetne pogoje za kotaljenje s podrsavanjem

x0 (1) =X/";
x0(2)=Y/';
x0(3)=2Z';
%0 (4)=¥";

%0 (5)=0";
x0(6)=c(6);
x0(7)=c(7);
x0 (8)=0; % zadostimo vezni enacbi vZOZO
x0(9)=0;
x0(10)=7z/2;
x0(11)=0;
x0(12)=c(3);
x0(13)=c(4);
x0(14)=c(5);

% reSujemo enacbe kotaljenja s podrsavanjem
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[t,x]=0de23t('kotaljenje ode s',[],[],[],data,x0,T,z,W);

o°

kotaljenje s podrsavanjem se konca s prehodom v kotaljenje brez podrsavanja
ali pa z odlepitvijo od podlage. Preverimo obe moznosti in predpiSemo
ustrezen indeks za nadaljnje gibanje. Vzamemo zadnji rezultat kotaljenja s
podrsavanjem — vektor k ter izraCunamo komponento R, reakcije podlage:
R.=trenje s podrsavanjem(k,data,z,W)
% e je R.<0, je prislo do odlepitve kroglice od podlage
% vzamemo zadnji rezultat kotaljenja, nato teziS¢ne in kotne hitrosti
transformiramo v globalni koordinatni sistem; to so zacetne vrednosti za
let po zraku:
ind=1;
% sicer (R.>0) pa je kroglica prenehala podrsavati
% vzamemo zadnji rezultat kotaljenja s podrsavanjem ter ustrezno
spremenimo 6. in 7. komponento; to so zacetne vrednosti za kotaljenje
brez podrsavanja:
X (length(t),6)=data(2)*k(13);
x (length(t),7)=-data(2) *k (12);
ind=2;
% konec
% konec
% konec

V nadaljevanju ponavljamo zgornji algoritem do izbranega koncnega casa (T (2)).
Informacijo o vrsti gibanja nam tu, za razliko od zgornjega algoritma, kjer so to bili zacetni

pogoji, daje indeks ind.

o)

$ Dokler je dolzina vektorja t, v katerega zdruzujemo trajanje posameznih faz, manjsa od
T (2), izvajamo spodnjo zanko:

)

% Ceje ind =1, kroglica leti
% Vzamemo zadnji rezultat prejSnje faze gibanja — vektor k_let kot zacetne
vrednosti za analizo leta. Vrednosti smo v obliko, primerno za analizo leta,
zapisali ze ob koncu prejsnje faze, ko smo dolocili indeks naslednje faze.
% Od skupnega Casa T (2) odstejemo skupno trajanje dosedanjih faz t. Podatke
0 novem ¢asovnem intervalu zapiS§emo v vektor Tim:
Tim(1)=T(1);
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Tim(2)=T(2) -t (length(t))

reSujemo enacbe leta
[t,x]=0ded5('let ode', [],[],[],data,k let,Tim,z,W);

o° o°

o°

let se konca s trkom ob podlago. Pripravimo zacetne pogoje za zaCetek analize

trka. Vzamemo zadnji rezultat leta, teziScne in kotne hitrosti transformiramo iz
globalnega v izbrani koordinatni sistem in zapiSemo v vektor k trk.

% pokli¢emo funkcijo, ki analizira gibanje kroglice med trkom:

*
[Vx,lrk/ Vy.trkr Vz,trkr Qx,trkr Qy,lrk/ Qz,trkr VB trk r Cirk 1 P /pkrptrk] =trk (data,k_trk, z);

% ob koncu trka preverimo, s katero vrsto gibanja nadaljujemo:
% &eje vig< 107, sledi kotaljenje po ploskvi
% ceje vpme=0, se lahko za¢ne kotaljenje brez podrsavanja,
% mnajprej preverimo, e je izpolnjen dodatni pogoj za kotaljenje brez
podrsavanja. Vzamemo vrednosti spremenljivk ob koncu trka in jih
zapiSemo v vektor k. IzraCunamo reakcije in razmerje v z
enacbami za kotaljenje brez podrsavanja.
[V.,R.R,,R.]=trenje brez podrsavanja(k,data,z,W);
$ ¢

o

[¢]

eje v<u(z (2)), sledi kotaljenje brez podrsavanja:
% zadnjemu rezultatu leta dodamo vrednosti ob koncu trka; to
so zacetne vrednosti za kotaljenje brez podrsavanja;

ind=2;

% sicer (v> u) pa sledi kotaljenje s podrsavanjem:

% zadnjemu rezultatu leta dodamo vrednosti ob koncu trka; to
so zaCetne vrednosti kotaljenja s podrsavanjem; posebej
moramo podati 6. in 7. komponento zacetnih vrednosti:

x (length (t), 6)=10""; % motnja na zagetku podrsavanja

% (length (t), 7)=0u;

ind=3;

$ konec

[

% sicer (vau# 0) pa kotaljenje s podrsavanjem:
% zadnjemu rezultatu leta dodamo vrednosti ob koncu trka; to so
zacetne vrednosti za kotaljenje s podrsavanjem; posebej pazimo na
6. in 7. komponento:
x (length (t), 6) =veum;

x (length (t), 7) =y
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ind=3;
% konec

o)

% sicer (Vo> 10"") pa let po zraku
% vrednosti teziS¢nih in kotnih hitrosti ob koncu trka transformiramo v
globalni koordinatni sistem; skupaj z ostalimi vrednostmi spremenljivk,
ki jih poznamo kot zadnji rezultat leta, sestavljajo vektor zacetnih
vrednosti za novo fazo leta.
ind=1;
% konec

Q

% Ceje ind =2, se kroglica kotali brez podrsavanja

o)

% vzamemo zadnji rezultat prejSnje faze — vektor kDb,

o

> nastavimo nov ¢asovni interval
Tim(1)=T(1) ;
Tim(2)=T(2)-t (length(t));

% reSujemo enacbe kotaljenja brez podrsavanja
[t,x]=0de23t('kotaljenje ode b',[],[],[],data,k b,Tim,z,W);

% kotaljenje brez podrsavanja se konca s prehodom v kotaljenje s podrsavanjem
ali pa z odlepitvijo od podlage. Preverimo obe moZnosti in predpiSemo
ustrezen indeks za nadaljnje gibanje.

% Vzamemo zadnji rezultat kotaljenja brez podrsavanja — vektor k ter

izraCunamo komponento R; reakcije podlage:

V,R.,R,,R.]=trenje brez podrsavanja(k,data,z,W);

%

ce je R, <0, je prislo do odlepitve kroglice od podlage
% vzamemo zadnji rezultat kotaljenja, nato teziS¢ne in kotne hitrosti
transformiramo v globalni koordinatni sistem; to so zaCetne vrednosti za
let po zraku;
ind=1;
% sicer (R;>0) pa se zacne kotaljenje s podrsavanjem
% vzamemo zadnji rezultat kotaljenja brez podrsavanja, izraCunamo kot
delovanja sile trenja « ter ustrezno spremenimo 6. in 7. komponento; to
so zacetne vrednosti za kotaljenje s podrsavanjem:
x (length (t), 6) =10%; 2 majhna motnja na zacetku podrsavanja
x (length(t),7)=a;
ind=3;

% konec
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% Ce paje ind =3, se kroglica kotali s podrsavanjem
% vzamemo zadnji rezultat prejSnje faze — vektor k_ s,
% mnastavimo nov ¢asovni interval
Tim(1)=T(1);
Tim(2)=T(2)-t (length(t));

% reSujemo enacbe kotaljenja s podrsavanjem
[t,x]=0de23t('kotaljenje ode s',[],[],[],data,k s,Tim,z,W);

% kotaljenje s podrsavanjem se konc¢a s prehodom v kotaljenje brez podrsavanja
ali pa z odlepitvijo od podlage. Preverimo obe mozZnosti in predpiSemo
ustrezen indeks za nadaljnje gibanje. Vzamemo zadnji rezultat kotaljenja s
podrsavanjem — vektor k ter izraCunamo komponento R, reakcije podlage:

R.=trenje s podrsavanjem(k,data, z, W)

% ceje R, <0, se je kroglica odlepila od podlage

$ vzamemo zadnji rezultat kotaljenja, nato teziS¢ne in kotne hitrosti
transformiramo v globalni koordinatni sistem; to so zacetne vrednosti za
let po zraku;
ind=1;
% sicer (R.>0) pa je kroglica prenehala podrsavati
$ vzamemo zadnji rezultat kotaljenja s podrsavanjem ter ustrezno
spremenimo 6. in 7. komponento; to so zacetne vrednosti za kotaljenje
brez podrsavanja:
X (length(t), 6)=data(2)*k(13);
X (length(t),7)=-data(2)*k(12);
ind=2;
% konec

[

% konec

% konec
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PRILOGA B: Animacije gibanj

Animacije primerov, prikazanih v tej nalogi so zbrane na priloZeni zgoScenki in spletnem

naslovu www.km.fgg.uni-1j.si. Dosegljive so tudi preko povezav ob slikah ali na spletnem

naslovu http://www.youtube.com/PeterCesarek, v okviru seznama "Impact of moving bodies

on structures"” (http://www.youtube.com/view play list?p=51D936417E4292D4).
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